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Esipuhe

Tama Laplace-muunnosta ja sen soveltamista k&sitteleva oppimateriaali on
tarkoitettu sahkoétekniikan insinddrikoulutukseen. Esitietoina tulisi tuntea esi-
merkiksi Ojalain laskuoppien opuksessa Differentiaaliyhtalét esitetyt differenti-
aaliyhtalbiden yleiset kasitteet ja ratkaisumenetelméat seka virtapiireissa kayte-
tyt merkinnat ja virtapiireihin liittyvien yhtéléiden muodostaminen. Tarvittaessa
lukijan tulee tutustua mainittuun opukseen. Molempien teosten sisélté on rajat
tu niihin asioihin, jotka allekirjoittaneista Timo Ojala on kasitellyt viimeksi
omassa matematiikan opetuksessaan SAMK Tekniikka Porissa. Aineiston
muokkaamiseen ja esimerkkien laskemiseen ovat osallistuneet sekd matema-
tiilkan ylioppilas Leena Ojala ettd matematiikan yliopisto-opettaja Timo Ranta.

InsinGorilla on matematiikan opiskelussa kolme tarkeaa tavoitetta: asioiden
ymmartadminen, tarvittavien laskujen suorittaminen seka suoritettujen laskujen
ja saatujen tulosten esittaminen.

I: Insindorin tulee ymmartaa matemaattisten kasitteiden oleellinen sisalto.
InsinGorin pitdd pystya muuttamaan kohtaamansa reaalimaailman ongelma ma-
temaattiseen muotoon ja ratkaisun jalkeen kriittisesti tulkitsemaan vastaus alku-
perdisen ongelman kannalta.

II: Insindorin tulee pystya suorittamaan ne matemaattiset laskut, jotka ovat
tarpeen matemaattiseen muotoon saattamansa ongelman ratkaisemiseksi.
Keskimaaraisella insinddriopiskelijalla ei monista eri syista johtuen enaa ole
mahdollisuuksia suorittaa esimerkiksi vaativia mekaanisia integrointeja kasin
laskien. Insindorilla ei siihen ole silti enda tand paivana mitaan tarvettakaan.
Tehokkaat matematiikkaohjelmat ja symboliset laskimet pystyvat suorit-
tamaan nopeammin ja luotettavammin kaikki ne mekaaniset laskutoimi-
tukset, joihin parhaat insindorit ovat milloinkaan pystyneet. Laskimet
pystyvat viela enempaankin ja kaikki tama tapahtuu ilman, etta teknisen
ongelmansa parissa tyoskenteleva insino6ri mitaan menettaa. Niinpa in-
sindorin tulee jo opiskeluaikanaan oppia hydodyntamaan tehokkaita apu-
valineita. Mekaanisten laskujen suorittaminen apuvalineita kayttaen jat-
taa opiskelussa enemman aikaa myos kahteen muuhun tavoitteeseen
paasemiseen.

lll: Ongelmanratkaisussa kaytetyt menetelmat ja laskinkomennot yms. on
esitettava niin hyvin dokumentoituina, etta ulkopuolinenkin ymmartaa
ratkaisun eri vaiheet ja voi ne toistaa. Suppean monisteen lyhyet esimerkki-
ratkaisut eivat tahan ehka aina ylla, mutta tarkoitus onkin tarvittaessa kayda
tallaiset esimerkit tunnilla opettajan selittdmina yksityiskohtaisesti lavitse.
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Apuna esimerkeissa on kaytetty symbolista laskinta TI-Nspire CX CAS.
Annetuista ohjeista saa vinkkeja muidenkin symbolisten laskinten tai
matematiikkaohjelmien hyédyntamismahdollisuuksista.

Monisteeseen on liitetty runsaasti harjoitustehtavia. Kaikki kasin lasketta-
viksi annetut tehtavat voi ja kannattaakin aina tarkistaa laskimella.
Kotitehtavien yksityiskohtaiset ratkaisut on tarvittaessa tarkoitus kasitella tun-
neilla samalla, kun tavoitteena olisi opettaa tulosten kriittista arviointia. Monis-
teen lyhyt esitystapa ei ole antanut mahdollisuuksia sopivien arviointitapojen
riittAvaan kasittelemiseen.

Kaikki halukkaat opettajat saavat kopioida tasta ja muistakin ”Ojalain
laskuopeista” seka omaan opetuskayttoonsa etta oppilailleen jaettavaksi
mitka tahansa sivut tai vaihtoehtoisesti kertoa opiskelijoilleen, mista he
voivat ilmaiseksi kopioida tai ladata kayttéonsa tarpeelliset sivut.
Materiaalin voi tulostaa kaksipuolisiksi kopioiksi A4-arkeille siten, etta
keskelta niiteilla nidottuna opiskelijalla on kateva A5-kokoinen vihkonen.
Materiaalin voi tietenkin tulostaa haluamassaan koossa myos kansioissa
sailytettaville arkeille.

Oppimateriaalisarjan jatkokehittamista varten otamme kiitollisina vastaan
ilmoitukset painovirheista ja parannusideat pienista yksityiskohdista aina
laajempiin kokonaisuuksiin asti. Samalla lausumme kiitokset myos “Oja-

lain laskuoppien” aiemmille kehittajille FM Marjo Ojalalle ja paamatemaa-

tikko, SHV Lauri Ojalalle.
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1. Maaritelma ja perusfunktioiden .£-muunnoksia

Huomautus. Laplace-muunnosta kaytetaan useimmiten kaytannén sovelluk-
sissa ajasta riippuvien muutosilmididen tutkimiseen ja siksi vapaata muuttujaa
merkitddn symbolilla t matematiikassa tavallisesti kdytetyn muuttujamerkinnan
X asemasta.

Maaritelma. Funktion f(t) Laplace-muunnos F(s) maaritelladn integraali-
muunnoksena

F(s)=£(f(t)) = T e SUf(t) dt
t=0

Huomautus. Funktion 7(t) Laplace-muunnos F(s) on vain kertojafunktiossa
e *" olevan parametrin s funktio. Laplace-muunnoksessa ei enda esiinny aikaa
t, silla se haviaa maaritelman mukaista maarattya integraalia laskettaessa
sijoitetaanhan integraalifunktioon muuttujan t paikalle rajoilla arvot « ja 0.

Huomautus. Esimerkiksi funktioiden g(t) ja x(t) Laplace-muunnoksia merki-

tdan vastaavilla isoilla kirjaimilla tai operaattorin .£ avulla
G(s)=£(g(t)) ja X(s)=-L(x(t)).

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Esimerkki. Vakiofunktion f(t) =1 Laplace-muunnos voidaan laskea suoraan
maaritelmasta, jos parametri s oletetaan positiiviseksi:

oo oo M

£(1): J' e_st'1-df= _le—st — lim _le—st _ lim 1 e_sM +le_5.o :l .
(=0 S Eaaf Wel S oo S s
= t=0 t=0 _){oo,, jos S<0

Jos parametri s <0, niin tissa esimerkissa laskettava integraali hajaantuu (eli
. saa arvon o) eika sellaista tulosta voi hyodyntaa, silla se ei sisalla enaa mi-
| taan yksityiskohtaista tietoa alkuperaisesta funktiosta f(t) =1.

_________________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Funktion Laplace-muunnos ei riipu lainkaan funktion kayttayty-
misesta negatiivisilla t:n arvoilla, koska maaritelman mukainen integraali las-
ketaan vain valilla 0 <f<oo.
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Huomautus. "Tavallisen” funktion Laplace-muunnos on maaritelty tarkalleen
silloin, kun parametri s on suurempi kuin funktiossa mahdollisesti tekijana ole-
van eksponenttifunktion e* kerroin a. Niinpa me tulemme pian laskinta ja
kaavoja kayttaen nakemaan, ettd esimerkiksi

L(4€° sin(6t)) = — 24 = 4'26 ~,kun s>5
s°-10s+61 (s-5)"+6

2

£L(4sin(6t)) = £(4€" sin(6t)) = —2% _ kun s>0
- s“+36

L(4e ! sin(6t)) = 24 = 4-6 ,kun s>-5.
( (61) s*+10s+61 (s—(-5))* +6°
Kannattaa huomata, etta esimerkiksi Laplace-muunnos .£(4e"") sin(6t)) ei ole
lausuttavissa alkeisfunktioiden avulla milld&n parametrin s arvolla, mutta e
ei olekaan mikaan tavallisia luonnonilmidita kuvaava funktio.

Huomautus. Laskimeen TI-Nspire CX CAS voi komennolla

Define lap(y) = j: e 'y dt

maaritella Laplace-muunnoksen laskevan funktion lap. M&éarittelyn jalkeen
muotoa

lap(y(1))| s> A

olevalla komennolla saadaan funktion y(t) Laplace-muunnos edellyttéden, ettéa
- laskin pystyy integroimaan funktion e *'y(t)
- with-ehdossa mainittu lukuarvoinen rajaluku A on vahintaan funktiossa y

mahdollisesti esiintyvan eksponenttifunktion e® lukuarvoisen kertoimen a
suuruinen.

Esimerkki. Huomautuksessa annetun maarittelyn jalkeen saat seuraavilla
laskinsyétteilld jo edellakin mainitut Laplace-muunnokset

lap(4€® sin(6t))| s >5 24
P Ms>5 [ s’ —10s + 61
24
lap(4 sin(6t))| s >0
Pl )| - <136
24

lap(4e™! sin(6t))| s>-5 )
Pl ‘ I s?+10s+61

Samat muunnokset saat, vaikka with-ehto olisi voimakkaampikin: \s>10000.
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. Esim. Edella maaritellyll4 funktiolla lap voit sybtteilld lap(22) | s >0,

lap(sin(a-t))| s>0, ..., lap(t-€) | s>6 laskea mm. seuraavat muunnokset: |
2
,8(22):2 L(sin(a-t)) = 5 a 5 f(t.cost):s—_‘lz
s s +a (s +1)
2y _ 2 9991\ _ 1 6ty _ 1
L(t )_33 £(e™") =999 L(t-e*) p—r:

Huom. Mé&érittelemallamme lap-funktiolla ei voi laskea (kasinkin hyvin helposti
laskettavaa) muunnosta .£(e?'), vaikka with-ehdossa kertoisikin tarvittavan
ehdon s > a, koska kayttamamme laskinkomento edellyttaa, etta kerroin a ja
rajaluku A ovat lukuja.

Huomautus. Vanhempiin Tl-laskimiin TI-89 ja TI-89 Titanium voi maarittelylla

Define lap(y) = [ (e (-s-1)- ¥,1,0,%0) | s >10"100

maaritella funktion lap, joka laskee funktion y(t) Laplace-muunnoksen vastaa-
vin edellytyksin kuin edellakin. Nain vanhempia laskimia kaytettaessa ei jokai-
sen Laplace-muunnoksen laskemiseen tarvinnut enaa kirjoittaa omaa with-
ehtoaan, koska se annettiin jo maarittelyssa. Kirjoittajien eri kokeiluista huoli-
matta tama maarittely ei ole onnistunut uudemmilla Tl-laskimilla.

Huomautus. Kaikkiin em. laskimiin voit maaritella joko yksirivisella syotteella
Define lapet(y) :—J'(e"(—s-t)-y )] t=0

tai sopivan lausekemallin avulla

Define lapet(y) = —j(e‘s" y)dt| t=0

funktion lapet(y), joka tuottaa "tavallisille” ajasta t riippuville funktioille y oikean
Laplace-muunnoksen matemaattisesti epatasmallisella tavalla.

Taman laskukaavan epatasmallisyys johtuu siitd, ettd muunnosta talla funktiol-
la laskettaessa integraalifunktion oletetaan haviavan ylarajalla kuten muuttujan
s suurilla arvoilla lausekkeen ¢! ja "tavallista” luonnonilmiéta kuvaavan funk-
tion y tulon integraalifunktiolle tapahtuukin. "Epéatavallisessa” funktiossa voi
olla mukana vaikkapa tekija e'"). Funktiota lapet kaytettdessa argumentissa y
saa esiintya tekijana symbolikertoiminenkin eksponenttifunktio e®".

Huomautus. Kuten aina integroitaessa laskin on pidettava radiaanimoodissa
laskettaessa .£-muunnoksia edella esitetyilla lap- ja lapet-funktioilla.
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Seuraavan lauseen mukaiset perusfunktioiden Laplace-muunnokset voi johtaa
kasinkin laskien joko suoraan maaritelman mukaan integroiden tai kayttaen
mydhemmin esitettavia £ -muunnoksen ominaisuuksia.

Ensimmaiset ja viimeiset kaksi tulosta voi johtaa myés edella maaritellylla
lap-funktiolla vaatimalla s > 0. Keskimmaiset kaavat voi todeta lap-funktiolla
oikeiksi yksittaisilla parametrien n ja a lukuarvoilla, mutta ei symboliarvoilla.

Kaksi ensimmaista ja kolme viimeista tulosta voi johtaa myds edelld maarite-
tylla lapet-funktiolla. Kolmannenkin kaavan voi todeta lapet-funktiolla oikeaksi
yksittaisilla parametrin n lukuarvoilla, mutta ei symboliarvolla.

Lause 1. £(a) :g
£(1) :é
£L(1") = S’],L , missa n=1,2,3,...
at 1
£(e7) = s—a
i _ a
L(sin(at)) e
£L(cos(at) = — JSF p
Harjoitustehtavia
1.1 Maarita

(i) edella olleen lauseen 1 kaavoilla

(i) maaritelman perusteella kasin integroimalla

(iii) maaritelman perusteella laskimella integroimalla
(iv) laskimeen maarittelemallasi lap-funktiolla

(v) laskimeen maarittelemallasi lapet-funktiolla

a) £(e*) b) .£(t) c) £(cost)

1.2 Maaritd a) £2(t*) b) £(sin(5t)) sekad maéritelm&an perustuen laski-
mella integroiden etta laskimeen maarittelemillasi lap- ja lapet-funktiolla.

1.3 Maarita seka lauseen 1 avulla etta funktioita lap ja lapet kayttéden
£(5), £(t%), £(£), £(e*), £(e"), £(sin(21)), £(cos(5t)).

1.4 Yrita keksié lauseen 1 tulosten avulla funktio, jonka Laplace-muunnos on

2 1 1 2 6 1 1

a) = b)) — ¢ — d — e — f) —+—

) s ) s-2 ) $+3 ) s—1 ) st ) s s?
6 3 . 4 . S S 1 S
— h i k | +

9 s? ) s?+9 ) s?+4 J s?+4 s?+2 ) s?+1 s2+2°

Tarkista tuloksesi paikkansapitavyys laskemalla keksimasi funktion
Laplace-muunnos joko kasin tai laskimella.
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2. Kaanteismuunnos

Maaritelma. Jos F(s) on funktion f(t) Laplace-muunnos F(s)= £(f(t)), niin
funktiota f(t) sanotaan funktion F(s) kadanteismuunnokseksi ja merkitaan

f(t) = £7(F(s))

Huomautus. Funktion F(s) kdanteismuunnoksen laskemiseksi ei ole helppoa
muunnoskaavaa ja siksi kdanteismuunnos paatellaan yleensa aikaisemmin
laskettujen Laplace-muunnosten avulla.

Huomautus. Koska funktion .£- muunnos ei riipu funktion kayttaytymisesta
ajan t negatiivisilla arvoilla, niin edellisen esimerkin k&anteisfunktioksi kelpaa-
vat myds esimerkiksi seuraavat funktiot

Lﬂ(gj: 0,jost<0 i £_1(£j: sint, jos t<0
s® t?,jos t=0 s° t?,jos t=0 .

Koska .£- muunnosta kaanteismuunnoksineen kaytetdan muutosilmididen
(esim. piirissa kulkeva virta, kulkutaudin leviaminen) selvittdmiseen tietysta
alkutilanteesta eteenpain ja aikaa mitataan tasta alkutilanteesta alkaen, niin
ratkaisuna olevan kaanteisfunktion arvoilla ennen alkutilannetta (eli ajanhetke&
t=0) ei ole selvityksen kannalta merkitystakaan.

Harjoitustehtavia
2.1 Maarita lauseen 1 avulla
£73), (L), 272, 275,
S S S S
L) 7). £ () £ ()

Tarkista vastauksesi laskimeen tallentamallasi lap- tai lapet-funktiolla!
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3. Muunnosten lineaarisuus

Lause 2. Seka Laplace-muunnos ettd sen kdanteismuunnos ovat lineaarisia
muunnoksia toteuttaen ehdot

(i) Summan muunnos on muunnosten summa el

£ (f(t) £ g(1)) = L(f(t)) £ £(9(1))
L7 (F(s)£G(s)) = £7(F(s)) £ £7(G(s))

(i) Monikerran muunnos on muunnoksen monikerta eli
L(a-f(t))=a- L(f(1)
L7 (a-F(s))=a L7(F(s))

missa a on vakio.

Huomautus. Ominaisuudet (i) ja (ii) voidaan esittda yhdellakin kertaa kaavoilla

£(a-f(t)+b-g(t) =a- £((1) £ b- £(g(t)
£7(a-F(s)+b-G(s))=a- £ (F(s))+ b- £7(G(s))

. Todistus. Todistamme Laplace-muunnoksen lineaarisuutta koskevan tuloksen |
' perustuen kertolaskun osittelulakiin ja integraalin lineaarisuuteen: '

£(a-f(t)£b-g(t j t)=b-g(t))dt

_________________________________________________________________________________________________________________________

Esimerkki. .£2(4t+5t%—2sin(3t)) = 4.£2(t)+5.£(t%)—2.£(sin(3t))

1 2 3 4 10 6
s° s° s+3%2 s% s 249
_ —25%4+105°+365+90
s° +9s°

Mukavammin tietenkin laskimen lap- tai lapet-funktiolla!
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Huomautus. Edellisen kaltaisen muunnostehtavan vastaus jatetaan usein

. kolmanneksi tai toiseksi vimeiseen muotoon, jotka saadaan tarvittaessa yh-
' distettyd yhdeksi murtolausekkeeksi sopivasti laventamalla tai laskimen
CommonDenominator-komennolla.

_________________________________________________________________________________________________________________________

] 13,8 12, 6 8s+4
Esimerkki. £ (S+Sz 3 s5+3 P44
1,3 1Ay g2 T
=L (8L (5) =68 (55 6L (5 )
18£S )22 (2

Harjoitustehtavia

3.1 Muodosta seuraavat Laplace-muunnokset kasin sopivia lauseita kaytta-
en ja yhdista kukin sitten yhdeksi murtolausekkeeksi kayttden laskimen
comDenom-komentoa (common denominator £ yhteinen nimittaja):

L(1+2t-31?)

L(2e73 +3e%)

£ (55sin(3t) — 4cos(3t))

£(2 — 313 +46* +3sin(2t) - 4cos(5t))

Maaritd muunnokset myds laskimen lap- tai lapet-funktiota kayttéen.

Mita voit sanoa osoittajan ja nimittdjan asteluvuista naiden “tavallisten
funktioiden Laplace-muunnoksina olevissa murtofunktioissa?

3.2 Maarita ¢'(2-2 4, 4 385 , 15 |
S ¢ S+6 244 §°45

Tarkista vastauksesi oikeellisuus laskimen lap- tai lapet-funktiolla.

2
3.3 Maarita £ (—25 + 23‘4} £‘1(5S‘6j.

s s% +1
Tarkista vastauksesi oikeellisuus laskimen lap- tai lapet-funktiolla.
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4. Osamurtokehitelmista

Rationaalisen murtofunktion (eli kahden polynomin osamaaran) kasittely (esi-
merkiksi integrointi tai kdanteismuunnoksen L7 maarittdminen) helpottuu

usein, jos murtofunktio ensin paloitellaan pienempiin osiin eli osamurtoihin
seuraavasti:

Osamurtoihin jaon vaiheet

Vaihe 1. Suoritetaan jakolasku jakokulmassa tai maaraamattémien kertoimien

menetelmalla tai laskimen funktiolla properFraction, jolloin saadaan

jakojaannés R(x)
jakaja Q(x)

jaettava P(x)
jakaja Q(x)

= vaillinainen osamaara V(x)+

Huomautus. Tavallisten Laplace-muunnosten k&d&nteismuuntamisessa ei tar-
vita vaiheen 1 jakolaskua, koska “tavallisen” funktion Laplace-muunnoksessa
osoittajan aste on jo valmiiksi alempi kuin nimittajan aste.

. e L wn o AX) . : -
Vaihe 2. Jakojaanndkseen liittyva osamaara —=— voidaan jakaa osamurtoihin

Q(x)
seuraaviin valivaihein:
Vaihe 2.1. Jaetaan nimittgja Q(x) tekijéihin
- erottamalla yhteinen tekija, esimerkiksi x* —5x = x(x—5)
- kaavoja kayttaen, esimerkiksi x*-a®=(x-a)(x+a), x> *2ax+a° =(at x)*
- nollakohtiensa avulla algebran kurssista tutulla tavalla:
- reaalista nollakohtaa x, vastaa ensiasteinen tekija x — x,
- n-kertaista reaalista nollakohtaa x, vastaa n-kertainen tekija (x — x,)"

- kompleksista nollakohtaparia « = fi vastaa kompleksisten tekijéiden
tulo (x—a-Bi)(x—-a+ Bi), josta saadaan aukikertomalla reaali-
alueella jaoton toisen asteen tekija

- useammankertaista kompleksista nollakohtaparia vastaa kompleksis-
ten tekijéiden useammankertainen tulo, josta saadaan reaalialueella
useammankertainen jaoton toisen asteen tekija

- laskimen komennolla factor
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Vaihe 2.2. Kirjoitetaan maaraamattomia kertoimia kayttden osamaéralle —gg;

seuraavan taulukon mukainen osamurtokehitelma, jossa on toistaiseksi tunte-
mattomat kertoimet A, B, ...

Nimittajan tekija Osamurtokehitelmaan tulevat termit
X+a A
X+a
A B
X+ a)° +
( ) x+a (x+a)
(x+a)’ A, B , C

x+a (x+a)® (x+a)

Ax+B
X° +px+q
Ax+B | Cx+D
X +px+qg (xX*+px+q)°

x® + px+q (jaoton)

(X* + px+q)®

Vaihe 2.3. Kerrotaan nimitt4jat pois lausekkeen % ja muodostetun osa-

murtokehitelman valisesta yhtaldsta.

Vaihe 2.4. Maéaritetdan tuntemattomat kertoimet A, B, C, ...

- sijoittamalla muodostettuun yhtaloon muuttujalle x sellaisia arvoja, jotka
tekevat kertoimien A, B, C, ... kerroinlausekkeita nolliksi, jolloin saadaan
valittémasti yksittaisten kertoimien arvoja

- vertaamalla yhtéléssa olevien aukikerrottujen lausekkeiden vastintermien
kertoimia, joiden on oltava pareittain yhta suuria. Helpoimmat yhtal6t saa-
daan yleensa korkeimman ja matalimman asteen termien kertoimista.

Vaihe 2.5. Kirjoitetaan osamurtokehitelma ratkaistuine kertoimineen.

' Esimerkki. Jos lausekkeessa X_+1 suoritetaan
: (X=D(x+1D3(X*+1) (X + x+1)?

ensin jakolasku ja sitten jakojadnndksen osamurtoihinjako, niin tuloksena saa-

tavat termit ovat muotoa '
Ax+B+-C . D . E Fx+G, _Hx+l . Jx+K

. x=1 x+1 (x+17  X*+1 X*+x+1 (C+x+1)

' Jotkin kertoimista A— K voivat tietenkin osoittautua nolliksi.

__________________________________________________________________________________________________________________________
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;Esimerkki. Jaa osamurtoihin 24X )
: X" —-16

Koska jakaja x*-16=(x*-4)(x*+4)=(x-2)(x+2)(x*+4), niin taulukon mukaan

2x+3 __A B .Cx+D |,,_ 2
x4—16_X—2+X+2' 214 (x—2)(x+2)(x"+4)

- 0X%+0X%+2x+3= A(X+2) (X2 +4)+ B(x—2) (X +4)+(Cx+ D) (x—2)(x+2) |
' = AX° +4AX+2AX?+8 A+ Bx® +4Bx—2Bx*~8B+Cx’~4Cx+Dx*~4D |
=(A+B+C)x°+...+(8A—8B-4D) |

' Sijoittamalla x =2 2(-2)+3=B(-2—2)(4+4) Ymemaon (4-7/32
' Sijoittamalla x = 2: 0.243=A2+2)(4+4) tskmela | B=1/32
' Vertaamalla x*:n kertoimia: 0=A+B+C < Je- -1/4
Vertaamalla vakiotermeja: 3=8A-8B-4D D=-3/8

2x+3 _ 7/32 1/32 —1/4~X—3/8
= + +
x*-16 x—-2 x+2 x> +4

Huomautus. Rationaalisen murtofunktion jakolaskun ja osamurtoihinjaon saa
Tl-laskimen komennolla
expand(lauseke, muuttuja).

Vaikka laskimen ohjeiden mukaan muuttujan voi jattda ilmoittamattakin, niin se
kannattaa ilmoittaa, koska talléin (riittavan helpon lausekkeen) osamurtaminen
suoritetaan mahdollisimman pitkalle aina irrationaalikertoimisiin osamurtoihin
asti.

Esimerkki. Edelliseen esimerkkiin sopiva laskinsy6te on expand(éx—%,xj.
Edellisen sivun alimmassa esimerkissa saadaan laskimella esimerkiksi kertoi-

' melle H arvo 29/9 . Testaapa tulos laskimellasi!

Huomautus. Mutkikkaan .£-muunnoksen F(s) kaanteismuuntamiseksi
lauseke jaetaan ensin osamurtoihin joko kasin tai mieluummin laskimella.
Kéaanteismuunnoksen lineaarisuuden perusteella kd&nteismuuntaminen voi-
daan sitten suorittaa osamurto kerrallaan taulukoita apuna kayttaen.
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6 expand 2 2
' Eai i L = £ =-——
| Esimerkki. [S(S+3)] (s s+3j

lineaarisuus 1 1 taulukot
= 2-4’“[—)—2-4"1( j = 2.1-2.¢%=2-2e™

Esimerkki. L,_( 75° + 275+ 96 jexpj”" £_1( 3s , 12, 4 )
| s® +5s° +9s+45 s£+9 s°+9 s+5

=3£-1(%j+4£-1( 3 2)+4£-1 1
s°+3 s°+3 S+5

= 3cos(3t) + 4sin(3t) + 46

__________________________________________________________________________________________________________________________

Harjoitustehtavia

4.1 Jaa seka kasin etta laskimella osamurtoihin
3x-2 x2—4 X+2
a) 5————= b) 5—— ©¢) /75—
X°—3x+2 X +4x X +2x° + x

4.2 Esitd maaraamattémia kertoimia kayttaen, millaisia termeja saadaan lau-
2x? +3x° +4 b) X+ X +2x* +3xX° + X+ x+1

(x+3)°(X* +4)(x® +1) X2 (X2 +1)(x+1)

kun ensin suoritetaan jakolasku ja sitten osamurtoihin jakaminen.

Varmista lopuksi laskimen expand-komennolla, etta olet I0ytényt kaikki

mahdolliset termityypit. Miksi b-kohdan hajotelmassa ei laskimen mukaan

olekaan kaikkia sellaisia termeja, joita sinun mielestasi siella voisi olla?

sekkeesta a)

4.3 Etsi kdanteismuunnokset laskinta tehokkaasti hyédyntaen

a) L’“( 25-18 j b) £ 5s5% +75+80
s?-2s-3 s® +16s

c) o[ BS° +125* +685° +485” + 965 +192
s® +2s° +4s5* +8s°

Tarkista lopuksi tuloksesi kayttden apuna laskimeen maarittelemaasi lap-
tai lapet-funktiota.
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5. Erikoisfunktioita

Maaritelma. Yksikkoaskelfunktio « (1) y
tarkoittaa funktiota 1

_[1,kunt=0 X
”()_{O,kunko ? >

Huom. Jannitteesta kaytetaan jatkossa merkintaa wu(t).

Koska funktion Laplace-muunnos ei riipu funktion kayttaytymisesta negatiivisil-
la muuttujan t arvoilla, niin

L) = £(0)=1 .

Seuraava kuvasarja esittda erasta ajasta riippuvaa funktiota f(t) seka siita

yksikkbaskelella kertomalla ja ajallisesti jollakin lailla viivastamalla saatavia
uusia funktioita. Huomaa, etta tulofunktion y(t) = «(t) f(t) lausekkeessa on

viivetta ilmoittava positiivinen luku t, vahennettava niiden tekijafunktioiden

muuttujasta t, joiden osuutta halutaan viivastyttdd. Huomaa, ettd funktion
kuvaaja siirtyy oikealle, mikali ilmi6 viivastyy ajallisesti.

AN NO=1Y O=RtL,)

| “t |, “t
A YO=uR) Yt =utrit-t,)
“t 3, t
Yt)=u(tt, )it) w VO=u(tt,)iet,)
: ) ~
t, “t F3 t

Huomaa, etté funktioita y(f)=f(t) ja y(t)=Ff(t—t,) esittdvat muodoltaan saman-
laiset mutta sijainniltaan eri viivat ylimman kuvaparin mukaisesti. Sama koskee
funktioita y(t)=e(t)f(t) vasemmalla keskellé ja y(t) = e(t-t,)f(t—t,) oikeal-
la alinna.
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Esimerkki. Annettu funktio f(¢) voidaan "nollata” valin [t,, t) ulkopuolella ker-
. tomalla funktion lauseke yksikkoaskelten erotuksella

i <
”(t_to)_”(t_t1):{1 ,jost, <t<t,

0 muulloin
— ! : f(0)-(u(t-t)-u(t-t,))
. X 5, -4
rt r‘l rﬂ f.,

Huomautus. Funktion arvoilla yksittaisissa pisteissa ei ole merkitysta lasket-
taessa tavallisiin funktioihin liittyvia maarattyja integraaleja, jotka esittavat
vaikkapa kayréan alla olevaa pinta-alaa tai tietylla aikavalilla johtimessa siirty-
nytta varausta. Niinpa silla ei ole yleensa merkitysta, tuleeko edellisen esimer-
kin kaltaisessa tilanteessa funktio nollattua valin paatepisteessa vai ei. Poik-
keuksena on jatkossa kasiteltava impulssifunktio, jota kaytetaan tarkasteltaes-
sa esimerkiksi "pistemaista massaa”, jossa tietty nollasta eroava massa on
keskittynyt nollan suuruiseen tilavuuteen tai nollan pituiselle vélille.

Yksikkdimpulssia johdettaessa tarkastellaan apuna funktioita Yy
I
1 . h
—,jos0<t<h
5.(t)=1h"! )
0 muulloin
ts. 1 h ot
Sp(t) = (u(t) - u(t - h)),

missa h on pieni positiiviluku. Kaikkien ndiden apufunktioiden kuvaajien alle
jaa yhden yksikdn suuruinen pinta-ala ts.

b
I 5,(t)dt =1, jos vali [0,h) siséltyy integroimisvaliin.
t=a

Maaritelma. Yksikkéimpulssi tarkoittaa "funktiota”
o(t)= lim &,(t)
h—o0*
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Huomautus. Yksikkdimpulssille §(t) ja vakiolle k on voimassa

_]0,jost#0 . )0, jos t#t,
R 5(t)_{oo,jost:0 ja_ ot t‘))_{oo,jost:to

b 1 1 H H " = g
J' k-&(t)dt = k, jos origo kuuluu integroimisvaliin
0 muulloin

b i H M . g
[ k-o(t-t,)at= k., jos t, kuuluu integroimisvaliin
0 muulloin

3) | £(5()=1 ja LO(t-t))=e 0

Esimerkki. Tarkastellaan x-akselin valilla 2m < x<10m olevaa sauvaa sahko-

. varauksineen. Sauvan kohdassa x =6m on pistemainen varaus suuruudel-
taan 5 nC. Sauvan alkupaan 2m < x <6m varaus on homogeeninen ja kaik-
. kiaan 8 nC. Sauvan loppup&an 6m < x <10m varaus on myds homogeeninen |
' ja kaikkiaan 12 nC. Sauvan kokonaisvaraus on selvasti (5+8+12)nC=25nC. |

. Seuraavassa muodostetaan varaustiheyden lauseke ja lasketaan kokonais-
' varaus harjoituksen vuoksi myds integroimalla varaustiheyden lauseke.

Sauvan varaustiheys (eli pituusvaraus) voidaan esittaa yksikkéaskelfunktion ja
. yksikkdimpulssin avulla muodossa |

| p=p(X)=2(e(x—2)— te(x—6))+5- 5(x—6)+3((x—6)—e(x—10))
 yksikkdna nC/m. Sauvan varaustiheyttd havainnollistaa alla oleva kuva.

Sauvan varaus saadaan joko yo. yksinkertai- DA 5-6(x-6)
. sella paattelylla tai dx-pituisten patkien va-
. rauksien p(x)dx summana ts. integroimalla: 3
= X)dx >
q x£2p( ) 2 6 10 X
10
= j (2(ee(x—2) - t(x~6))+5-5(x-6)+3(&(x~6)—2e(x-10))) dx
_jz 2(x—6)) dx+j5 S(x— 6dx+j 24(x—6)— e(x~10)) dx
{1 kun 2<x<6 =2 =2 _ {1, kun 6<x<10 |
0 muulloin 0 muulloin

_jzdx+j5 S(x-6) dx+j3dx 2.(6-2)+5+3-(10-6)=25.

Xx=2
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. Sauvan kokonaisvaraus saadaan myos varaustiheyden kuvaajan alle jaavéan
"pinta-alan” avulla muistaen, etta yksikkéimpulssin d(x) alle ja& "ala” 1. Im-
pulssin 5-0(x—6) alle jaa silloin "ala” 5.

Vastauksen yksikkd on akseleiden yksikdiden tulo m-nC/m =nC , joten sau-
van kokonaisvaraus on 25 nC.

Harjoitustehtavia

5.1 Piirrd seuraavien funktioiden kuvaajat seka kasin etta laskimella. Yksikko-
askelfunktion voit maaritella komennolla Define u(t) =ifFn(t<0,0,1) .

Mybhempaa kayttéa varten voit antaa laskimeen maarittelemallesi funkti-
olle pidemman nimen vaikkapa unitstep.

a) y,(h=t, y(t)=e(t)-t, Vs(t)=ee(t-3)t,
V. (t)=t-3, V()= ee(t)-(t-3), V4(t) = ee(t-3)-(t-3)

b) y,(t)=¥t, ¥,(t) = a(t)-3t, yo(t) = ae(t-2)-3t,
Y4(t):3t_2a ys(t):“(t)'SVt_zs yG(t):u(t—Z)-St—Z

5.2 Kirjoita seuraavien funktioiden lausekkeet kayttaen apuna yksikkdaskelia
seké niiden summia ja erotuksia. Piirrd funktioiden kuvaajat laskimella
kayttden apuna edellisessa tehtavassa maariteltya yksikk0askelfunktiota.
Té&ssa tehtavassa ei ole merkitysta silla, miten kuvaaja piirretaan maéarit-
telyn vaihtumiskohdassa.

?+2t, kun5<t<7 sint,kun r<t<2r
a) f(t)=11°, kun 2<t<5tai 7<t<10 b) g(t)=1sin(2t), kun 3z <t<4r
0 muulloin 0 muulloin

5.3 Olkoon t,>0. Laske .£(&(t—t,)) suorittamalla Laplace-muunnoksen
maaritelman mukainen integrointi kahdessa osassa laskinta hyddyntaen.

5.4 Olkoon t,>0. Yksikkopenger r(t) méaaritelladn ehdosta r(t)=1t-(t).
Piirra funktion y(t)=r(t-t,) kuvaaja ja maarita sen .£-muunnos suoritta-
malla Laplace-muunnoksen maéritelmén mukainen integrointi kahdessa
osassa laskinta hyédyntaen.

5.5 Kirjoita virran lauseke yksikkdaskelen ja yksikkdimpulssin avulla, jos aika-
valilla 5s <t <10 s johtimen Iapi kulkee 20 coulombin varaus tasaisena
virtana ja liséksi hetkella t=6s johtimen Iapi kulkee 10 coulombin varaus.
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6. Siirto-ominaisuudet

Lause 3. (Aikaviiveominaisuus) Jos .2( f(t))=F(s) ja {, >0, niin

L(a(t-t)f(t—t,)) = e P°F(s)

ts. jos funktioon u(t) f(t) tulee t, :n suuruinen viive, niin sen Laplace-muunnos

tulee kerrottua e~ °:lI4.

. Esimerkki. Olemme jo aiemmin todenneet seuraavat aikaviiveominaisuuden
. mukaiset tulokset (vrt. tehtdva 5.3 ja sivun 18 huomautuksen kohta 3)

(=1 ja £(at-1))=2

—t)s
S

__________________________________________________________________________________________________________________________

Lause 4 (Siirtosaanto). Jos .£(f(t)) = F(s), niin

£L(e (1)) = F(s— a)

ts. jos ajan funktio 7(t) kerrotaan lausekkeella e, niin .£ -muunnoksessa on
jokaisesta s:std vahennettava a.

5] (o]

L(e®f(t) = j e (e 1(t)) dt = j e 5= f(t) dt = F(s - a)

t=0 t=0

Esimerkki. Koska .£(cos(3t)) -5 niin
= s°+3
-2 s-2
£(e* cos(3t) =—> = .
( (30) (s—2)*+3% s*-4s5+13

Huomaa, ettd aiemmista esimerkeista poiketen .£-muunnoksen nimittdjana on
. nyt jaoton taydellinen toisen asteen polynomi. !

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Jos £(f(t)) =2§—+3, niin .£(e"" f(t)) = 2(8_(_1)2)+3 = 228+5
| s? -1 (s—(=1))"-1 s"+2s
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Ohje. Jos kaanteismuunnettavana on osamurto, jonka nimittdja on taydellinen
toisen asteen polynomi as®+bs+c, niin tdydenna nimittdja ensin nelidksi joko
kasin laskien tai hyédyntaen laskimen completeSquare-komentoa ja kayta sen
jalkeen monisteen lopussa olevan kaavakokoelman oikeaa puolta, joka on
laadittu erityisesti kdanteismuunnoksen suorittamista varten.

- Esimerkki. ﬁ(ﬂj $+85+20=8°+2.5-4+20 .
| = (s°+2-5-4+4%) +20-4% = (s (~4))? + 2% |
Tai: completeSquare(s® +8s + 20, s) |
Jaa 5s +14 kahdessa osassa nimittajalla

= _1(5' - sz 14 1 2 2j
(s—(-4))" +2 (s—(-4))" +2
e *'sin(2t)
2

=95- (e“” cos(2t) + _—24 e sin(2t)j +14.

| =5e* cos(2t) —3e* sin(2t)
. Tulos kannattaa tietenkin tarkistaa laskimeen maarittelemallasi lapet-funktiolla! !

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
'

expand-
§'+10s° —Bs+15 |romemole (47 3
s*—2s% +55° s?-2s+5 §?

_ p- S+7 +3
(s—1)?+4 s°

S 1 1
=L +7- +3-—
((3—1)%22 (s—1)2 +2° 32]
1t o
j+ 7¢e'" sin(2t) 3t

. Esimerkki. ﬁ(

Ensimmainen nimittaja
on nelidity laskimen
completeSquare-komennolla

= (e" cos(2t) +%e" sin(2t)
= e' cos(2t) + 4€' sin(2t) + 3t ‘ Tarkista lapet- ja comDenom-funktioilla!
Harjoitustehtavia

6.1 Maarita a) .£(26% sin(4t)—4e™ cos(5t)) b) £(f*-e*)
6.3 Maarita a) ﬁ(%} b) f*(#j
s“+6s+10 s°—4s5+13

S*+8°+7s+15

8 1 _
c) £\ ——— | (Opastus: £(t)=— d 27
) (52—434-4} ( paSUS () 32) ) ( S4+632+25 ]
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7. Ajalla t kerrotun funktion .£- muunnos

Lause 5. Jos F(s) = .2(f(t)), niin

2(t-£(t) = - %F(s)

ts. jos funktio f(t) kerrotaan ajalla t, niin funktion .£-muunnos derivoidaan ja
sen merkki muutetaan. Esitettya tulosta voi toistaa useampiakin kertoja:

£t 1(1) =25 Fs)

L’(t”.f(t));(—1)” C‘;’S"n F(s) , neN

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Todistus. Koska summa derivoidaan termeittain ja koska integraalia voidaan
pitdd summana, niin sekin voidaan (tietyin edellytyksin) derivoida "termeittain

d d (7 i
—(L(ft))=—| [ ef(t)dt |= [ —(ef(t)at
(L) dsuoe (1) j ,Las(e (t)dt)
= [ —t-ef(t)dt = je*f(t-f(t))dt:—f(t £(t))
t=0 t=0
ok pene A g d( 1)1
iES|merkk|. L(t-e)= dSL’(e)— ds(s—1)_(s—1)2
Toisin: Merkitaan f(1) = ¢, jolloin F(s)=é ja siittosaannon (lause 4) mukaan
L(t-e')=L(e" (1) = F(s—1)= . 11)2

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

ds S
L(t?) = £(t t)=—%(£(t))——D(é)=—D(s‘2)_—(—2)s—3_8_23

Harjoitustehtavia

Tehtava 7.1 Maaritd sekd kaavojen avulla ettda maarittelemillasi lap- ja lapet-
funktioilla a) £(t-sin(4t)) b) £(t*-cost) «¢) L’(z‘3 : e5t) d) £(t-e* cost)
Huomaa, ettéd kohta c voidaan laskea kaavoja kayttaen kahdellakin eri tavalla.

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta:
22 Laplace-muunnos 22
Ojalain laskuopit




8. Derivaatan ja integraalin .£- muunnokset

Seuraavaa lausetta kaytetaan ratkaistaessa differentiaaliyhtaléita ja
differentiaaliyhtaléryhmia.

Lause 6. Jos .£(f(t)) = F(s), niin

L(f7(1) =

*F(s) - sf(0)—f(0)
£L(7(1)) = s°F(s) -

3F(s) - s2F(0) — sf(0) — £(0)

S
S

L(F"(1)) = s"F(s) — 8" f(0)-8"*F(0) —... - s/ *(0) - 1""(0), ne N

ts. derivaattafunktion .£-muunnos on s kertaa itse funktion .£-muunnos va-
hennettyna funktion arvolla alkuhetkella.

Todistus. Ensimmainen kaava saadaan soveltamalla osittaisintegrointikaavaa

f u(t) v'(t) dt = Tu(t) v(t) - jz u'(t) v(t) dt

vasemmanpuolen lausekkeeseen

o u=e™ + v'=f(t)
L(f(t)= j e °L.f(t)-dt \

=0 U=—se™ ———_ _ v={(t)

=0, kun s riittdvan suuri
ja f "tavallinen" funktio

w w e
= ‘e‘s"f(t) - j —se L f(t)-dt= (1im(e‘5ff(t)) —f(0))+s-£L(f(t))=sF(s)—-f(0)

t=0 t=0
Seuraavaksi johdamme toisen derivaatan muunnoskaavan ensimmaisen avulla

Merk. f'=g
L(°() = £L(g(1)=sG(s)-g(0) = s.L(g(1)) - 9(0)

= sL(f(t)) - F(0) = s(sF(s) - f(0)) - (0) = S°F(s) — sf(0) — £(0)

Seuraavat kaavat voidaan johtaa samalla periaatteella aina edellisesta.

Esim. Jos muunnos £(f(t)) = £(sin(at)) = . faz oletetaan tunnetuksi, niin
, 1 1 a S
(cos(at)) ( (t)) a(sF(s) £(0)) a(s e j e

__________________________________________________________________________________________________________________________
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Seuraavaa tulosta kaytetdan puolestaan integraaliyhtal6ita ratkaistaessa.

Lause 7. Jos .£2( f(t)) = F(s), niin

Huomautus. Derivaattafunktion .£-muunnosta laskettaessa itse funktion .£ -
muunnos mm. Kerrottiin s:lla. Siten on luonnollista, etta integraalifunktion .£ -
muunnosta laskettaessa itse funktion .£ -muunnos jaetaan s:lla, ovathan kerto-
minen ja jakaminen seka derivointi ja integrointi kdanteisia toimituksia.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Johdetaan funktioiden g(t) =t ja h(t) = t* Laplace-muunnokset

kayttden apuna kaavaa .£(1) =% .

Jos f(t)=1, niin F(s)=% ja lauseen 7 mukaan

kel Sleva Mieoraa t t ’ 111
£L(t) = L’{ I 1dfj:£(j f(z) a’g}:_./:(s):_._:_2
7=0 7=0 S S § S
| , 1.
' Jos g(t) =t, niin G(s) - ja edelleen lauseen 7 mukaan
el al G ! 1 |
£L(t%) = £(2 _[ Tdrjzzz’( I g(T)de=2~—-G(S)=2._._2=_3
7=0 7=0 S S S S

' Huomaa, etta luvun 7 viimeisessa esimerkissi samaa asiaa tarkasteltiin sel-
. vasti helpommin keksittavalla tavalla.

Harjoitustehtavia

S - 2 ’
.1 T- - wm . £ f t — . — ) M - s "y oEm ’g f t
8.1 Tiedetaan, etta .£(f(t)) & 4513 2 f(0)=1. Maarita (F(1)
a) lausetta 6 kayttaen

b) etsimalla ensin funktio 7(t) kdanteismuunnosta kayttaen.

t
a) lausetta 7 kayttaen
b) etsiméalla ensin funktio f(t) kaanteismuunnosta kayttaen.
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8.2 Tiedetaan, etta .£(f(t)) =2#. Maarita £
s°—-6s+13

f(7) dr}

7=0




9. Laplace-muunnoksen kaytosta

Laplace-muunnosta kaytetaan esimerkiksi sdhkdtekniikassa vakiokertoimisten
lineaaristen differentiaali- ja integraaliyhtaléiden ja -yhtaléryhmien ratkaisemi-

seen, sillda .£muunnos soveltuu juuri tuntemattoman funktion lineaaristen lau-

sekkeiden kasittelyyn lauseen 2 mukaisella tavalla.

Rajoittuminen pelkastaan vakiokertoimisiin differentiaaliyhtaléihin ei ole sahko-
tekniikassa kovin rajoittavaa, koska yhtalén kertoimet saadaan piirin kompo-
nenteista, jotka useimmiten ovat likimain ajasta rippumattomia vakioita. Tar-
kalleen ottaen tdma ei kuitenkaan aina pida paikkaansa, silla ajan kuluessa
esimerkiksi vastus lampenee, mika aiheuttaa resistanssin muuttumista.

Huomautus. Jos differentiaaliyhtal6 ratkaistaan Laplace-muunnoksen avulla,
niin lauseen 6 edellyttdmalla tavalla on tunnettava tuntemattomaan funktioon
littyvat alkuehdot hetkellda {=0. Tarvittaessa voidaan kuitenkin lisata yhtaléon

kertaluvun mukainen maér4 yleisia alkuehtoja y!)(0)=C, , jolloin haetaankin
differentiaaliyhtélén yleista ratkaisua.

Laplace-muunnoksen kayttdé edella mainituissa tilanteissa on aina paavaiheil-
taan samanlainen:

Vaiheessa 1 otetaan yhtalén /yhtaldiden molemmista puolista .£-muunnokset.

Vaiheessa 2 edella saadusta algebrallisesta yhtalésta / yhtaléryhmasta rat-
kaistaan tuntemattoman funktion /tuntemattomien funktioiden .£-muunnokset
algebrasta tutulla tavalla tai vaikkapa laskimen solve-komennolla.

Vaiheessa 3 edella I16ydetyt .£-muunnokset jaetaan osamurtoihin vaikkapa
laskinta kayttaen.

Vaiheessa 4 etsitaan osamurtokehitelmien kdanteismuunnokset, jolloin olem-
mekin |6ytaneet etsityn funktion / etsityt funktiot.
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Esimerkki. Ratkaistaan edella esitetyin vaihein alkuarvotehtava

y'(t) -3y +2y =12e* | £, lineaarinen muunnos!

y(0)=6
y'(0)=13
L(y)-3L(y)+2.L(y)=12.L(e") | Merk. Y = £(y)
1
(Y ~sy(0) - y'(0)) =3(sY - y(0)) +2Y =12 —
Y —65-13—3(sY —6)+2Y =12.——
s-4
laskimen
12 165+13-3:6 S, 4 4 o
=S=% = + +
s°—-3s+2 s-1 s-2 s-4

Huomautus. Edella ollut differentiaaliyhtalé ratkeaa myds laskimen deSolve-
komennolla tai karakteristisen yhtalén ja fiksun yritteen avulla. Katso tarkem-
min Ojalain laskuoppien opuksesta Differentiaaliyhtalét.

Esimerkki. Tassa esimerkissa tarkastellaan integraaliyhtalog, jolloin haetaan
. funktiota, joka integraaleineen toteuttaa ko. yhtalon. Integraaliyhtal6 ratkaistaan |
. Laplace-muunnosta kayttaen samoin vaihein 1 -4 kuin differentiaaliyhtalokin.

t
y(t)+4j y(r)dr=3€" | £, lineaarisuus ja lause 4

7=0

Y +4 l Y=3. L
S s-2
3 expand-komennolla jo

ensimmaisesta Y:lle
33 saadusta lausekkeesta 2 1

+
(s-2)(s+4) s+4 s-2
\—f—/
tdma on turha valivaihe

Huomautus. Edella ollut integraaliyhtaldé voidaan derivoimalla muuntaa diffe-
rentiaaliyhtaloksi kayttden seuraavaa lausetta.
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t
Lause 8. %Llay(r)dz} = y(t)

ts.
maaratyn integraalin derivaatta ylarajan suhteen = integroitava funktio ylarajalla

Todistus. Jos funktion y(z) jokin integraalifunktio on Y(z), niin

: t
Esimerkki. Edellisen lauseen mukaan %{ j sint dz-J =sint.

. Saman tuloksen saa ty6ladmminkin ensin integroimalla ja sitten derivoimalla:

t t
d j sincdr |=2 | —cos7 :ﬂ(—cost (- cosO)) sint
dt| . dt| .1 ot

= vakio 1

__________________________________________________________________________________________________________________________

. Esimerkki. Edell4 olleesta integraaliyhtéléstéi
y(t)+4 _[ 7)dr =36
. 7=0
. saadaan muuttujan t suhteen derivoimalla differentiaaliyhtalo
| Y (1) +4y(t) =6e*.
Tarvittava alkuehto saadaan sijoittamalla t =0 integraaliyhtal66n ja ottamalla
huomioon, ettd funktion y integraali nollan mittaisella valilla on tietenkin nolla:
y(0)+4-0=3-¢° = y(0)=3 .

Taman jalkeen differentiaaliyhtaldsta saadaan £ -muuntamalla
_6 +3 expand

- —6.—1_ s=2 2 1
sY(s)-3+4Y(s)=6 =5 © Y(s)= S e

Huomautus. Edellisessa esimerkissa johdettu differentiaaliyhtéalé ratkeaa myds
laskimen deSolve-komennolla tai kasin karakteristisen yhtalén ja yritteen avulla.
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Esimerkki. Ratkaistaan differentiaali-integraaliyhtal®

t
y(t)-4 [ y()de=3¢ ‘ £
7=0

y(0)=1
t

£ y')—4£[ j y(r)dTJ:BL’(e’)

7=0

1 _ 1 Tasta voit ratkaista Y:n kasin
(SY_ 1) B 4(; Y) =3 s —1 | tailaskimen solve-komennolla
. 39:1 +1 'azﬁLgﬁl'f >

4 s-2 s-1

Esimerkki. Ratkaistaan differentiaaliyhtaléryhma
' X (1) + y'(t)+ x(t) + 2y(t) = 4sint + 2cos t
2X(t)—y'(t)—2x(t)+ y(t) =4sint+6cost
x(0)=-2
| y(0)=1
On siis etsittava sellaiset funktiot x = x(t) ja y = y(t), jotka derivaattoineen
. toteuttavat molemmat differentiaaliyhtal6t ja alkuehdot.

Aluksi otetaan kummastakin yhtéldstéa .£-muunnos:

sX+2+8Y -1+ X+2Y =4 21 +2 23
s +1 s +1
2(sX+2)—(sY-T)-2X+Y=4—1_16_5

| s+1  s%+1

' Saadusta algebrallisesta yhtdléparista ratkaistaan vaikkapa laskimen solve-
komennolla Laplace-muunnokset X ja Y, jotka jaetaan osamurtoihin kaan-

' teismuuntamista varten:

:_528:11:_2 328+1+321+1

£—1
_Ss+1__s + 1
s?+1 s%+1 s%+1

x=-2cost+sint
y =cost+sint

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta:
28 Laplace-muunnos 28
Ojalain laskuopit




Harjoitustehtavia

9.1 Ratkaise .£-muunnosta kayttaen ajan t funktiot x = x(t) ja y = y(t) alla
annetuista yhtaléista ja yhtaléparista.
Tarkista kohtien a — d ratkaisut Tl-laskimen komennolla deSolve.
Muunna kohdan e integraaliyhtalé mydés differentiaaliyhtaléksi, jonka rat-
kaiset sekd £ -muunnoksella ettd Tl-laskimen komennolla deSolve.

a) y'-3y=4,y(0)=5

b) y’+2y =3cos(4t) , y(0)=5

C) y'—-4y’+3y =26, y(0)=1, y'(0)=2

d) y"-2y’+y=38t+2sin4t , y(0)=2, y’(0)=1
t

e) y(t)+2j y(r)dr=3t+4

7=0

, ’ _ 2t t
f {2x—y +3x+2y=—7€e" +13e . x(0)=1, y(0)=3

X +2y —x+3y=-€"+15¢'
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10. Virtapiirin Laplace-muunnos

Esimerkki. Kuvan RCL-piiristéd saadaan Kirchhoffin i=i) R

 lain perusteella myotapaivaan kulkemalla yhtalo 3
u-Ri-2-L7=o0. YEO U] I

Jos kondensaattori on tyﬁjé kytkintd suljettaessa, niin u=u(t) _q(t)T

. kondensaattorin varaus mydhempana hetkena t on £ {0000

kondensaattoriin aikavalilla [0, t] saapuneiden varausten L

: t
summa ja saadaan siis integroimalla q(t) = j i(r)dz. Edellinen yhtald
' 7=0

. voidaan nyt muuttaa muotoon
i t

u-Ri-L [ i(r)dr~Li'=0.
: C 7=0
. Alkuehto i(0") = 0 saadaan kelan aiheuttamasta hitaudesta. Laplace-
. muuntamalla em. yhtal6sté saadaan lauseilla 6 ja 7

£(u(t)) - R-L’(i(t))—%%f(i(t))—L-sﬁ(i(t)) ~0

Huomautus. Kaytdnndssa edelld differentiaaliyhtaléstd £ -muuntamalla saatu
yhtélé voidaan kirjoittaa suoraan viereisen vastinpiirin =z

: : . . =i(s) R
avulla ilman differentiaaliyhtalén muodostamista.
Vastinpiiri saadaan korvaamalla todellisen piirin
kondensaattori ja kela seuraavan taulukon mukaisilla
vastuksilla ja jattamalla kytkin pois, silla .£- maailmassa
ei tunneta aikaa, joten siella ei voi edes olla olemassa
kytkimid, jotka olisivat eri ajanhetkind eri asennoissa.

Virtapiirissa Vastinpiirissa

Virta i(t) Vastinvirtana virran .£-muunnos I(s) = £ (i(t))
Jannitelahde u(t) | Vastinjannitelahteena jannitteen .£-muunnos U(s) =2 (u(t))
Vastus R Vastus R

Kondensaattori C | Vastus i
sC

Kela L Vastus sL
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Lause 9. Jos mielivaltaisessa virtapiirissa olevien kondensaattorien
varaukset ja keloissa kulkevat virrat ovat nollia alkuhetkella t =0, niin
piirissa arvoilla t >0 kulkevien virtojen Laplace-muunnokset voidaan
ratkaista niista yhtaloista, jotka saadaan tasajannitteita ja tasavirtoja
koskevien lakien mukaan edellisen taulukon mukaisesti muodostetusta
vastinpiirista, jossa vastinjannitelahteiden lisaksi on vain vastuksia.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Esim. Ratkaistaan viereisesséa
. RL-piirissa kulkeva virta kytkimen
. sulkemisen jélkeen.

Muodostetaan vastinpiiri edel-
 lisen taulukon mukaan, joten
kelaa L vastaa vastus R, = sL = 2s ja jannitelahdetta sen .£-muunnos
£L(u(t)) = £(30) =30/s. Vastinpiirista saadaan valittdmasti

' _ U(s) _ 30/s e ( 1 1 j

, R+R, 50+2s s s+25)
Tasta saadaan kaanteismuuntamalla

I

__________________________________________________________________________________________________________________________

. Esim. Ratkaistaan viereisessa =0~
. RC-piirissa kulkeva virta kytki-
. men sulkemisen jalkeen, kun

| u(t)=30sint.

Muodostetaan vastinpiiri edella olleen taulukon mukaisesti. Kondensaattoria C

vastaa vastus R, = ja vaihtojannitelahdetta tasajannite

sC 001s

- U(s) = £(30sint)=30- jonka lausekkeessa ei todellakaan esiinny ai-

s +1’
 kaa t. Vastinpiiristd saadaan valittémasti
' 30 Laskimecila
2 expan
= Y6s) "+t = 024—5 40121 0241
R+R; g5, 1 s? +1 s? +1 S+2
0.01s

Tasta saadaan kaanteismuuntamalla

| i=0.24-cost+0.12-sint-0.24e*" =0.268sin(t+1.11) - 0.24e™*
missa trigonometriset funktiot on lopuksi yhdistetty yhdeksi siniaalloksi laski-
. men komennolla tCollect.

__________________________________________________________________________________________________________________________
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. Esim. Tarkastellaan kuvan RCL-piiria, missd R=30, C=0.01, L=2, u(t)=200 |
ja kytkin suljetaan hetkelld t =0, jolloin kondensaattorissa ei ole varausta. |
. Vastinpiirissa on seuraavat komponentit

g -1 _100 f=f(t) R=30 R=30

' sC s

| +

'R, =sL=2s ML o601

| [u 200 q(t)‘

| _ 200

| U(s)=L(u(t))= L(200) = R=2s

U @ expand !
' Koska vastinpiirissa 1(s) = (s) S - 20 20 niin |

R+R.+AR, 30+m+23 z+5 z+10°
S

o _ oo 20 20 ) _ -5t _ 10t
t)=2 (s+5 s+10j_20(e e

. Esimerkki. Tarkastellaan alla vasemmalla olevaa kahdesta silmukasta muo-
. dostuvaa virtapiirid, jossa kondensaattorin varaus ja kelan virta ovat nollia

. hetkelld t=0. Tarkoituksena on laskea kuvanmukaiset silmukkavirrat i, = i(t)
ja i,=1i,(t), kun t=0, sek& kondensaattorin varauksen raja arvo, kun [—oo.

R,=10 U,=5 _~t=0 R,=10

{t=0 +q(t)
io/D 5C= 0010 R, ‘ O =190 ”3 R=20 |
Uils s+1

TU =10et | -a9(?)
L=2 R 28

Oikeanpuoleinen vastinpiiri on muodostettu aiemman taulukon mukaisesti.
. Vastinpiirin pikkusilmukoista saadaan myG6tapaivaan kiertamalla

10 100
100~ (1~ 1,2 =0

5 100
—o=201,-2sl,~(I,~1,)~~=0

Ratkaistaan tdma yhtaldpari ensin laskimella ja lopuksi ratkaisut osamurretaan
. yksitellen expand-komennolla, jolloin saadaan '

_ s®+10s®*+25s5-25 __ 0.854s + 6.39 +0.313_0.167
' 5(s®+215°+1705+150) s?+20s+150 s°+20s+150 S+1 S

,__ B(s°—9s+10)  _ 0215 ___ 642  0.382_0.167 |
> 25(s*+21s°+170s+150) s°+20s+150 F 42054150 S+1 S
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Koska toisen asteen nimittaja voidaan kéasin tai laskimella nelididd muotoon
(s+10)2 +50 =(s—(—10))*+7.071? , niin virtojen Laplace-muunnokset ovat

;o 0.854s . 6.39 ,0.313_0.167
e 2 2 2 2 1 S
((s=(~10))°+7.072 ((s—(=10))*+7.072 S+
_ —0.215s 6.42 ,0.382_0.167
* ((s=(~10)°+7.07® ((s—(-10))*+7.072 s+1 s

. Naista saadaan monisteen lopussa olevan muunnostaulukon kahden viimei-
. sen kaavan avulla

i :0.854-e-‘°’(cos(7.07t)+7‘+)(;sin(7.o7t))+6.39-

Ota 79! tekijaksi ja yhdistd muu osa komennolla tCollect kummassakin lausekkeessa

F 1ot -10 . )_ '6_10[Sin(7.07t)
i,=-0.215-e (cos(7.07t)+—7.07sm(7.07t) 6.42 207

e %'sin(7.07t)

-1t
=07 +0.313e " -0.167

+0.382¢—0.167 |

Suorittamalla kerrotut toimenpiteet saadaan
i,=0.907¢'*'sin(7.07t+1.91)+0.313e'-0.167
i,=0.64e " sin(7.07t-2.80)+0.382e '~ 0.167

Kondensaattorin lopullinen varaus saadaan integroimalla (eli jummaamalla
. yhteen) kaikki aikavalilla [0,-) saapuneet osavaraukset:

(o) = j(i1(t)—i2(t))dt:0.0164 .
! t=0
Kondensaattorin napojen valinen lopullinen jannite on

C 0.01

Vaikka edellisen esimerkin numeeristen laskujen suorittaminen on laskinta
hyddyntaenkin ty6lasta, niin tehtdvan periaatteellinen suorittaminen on kuiten-
kin hyvin yksinkertaista:
1) Muodostetaan todellisen virtapiirin vastinpiiri annetun taulukon mukaisesti
2) Kirjoitetaan vastinvirtoja koskevat yhtalét piireista, joissa on vain vastin-
jannitelahteita ja vastuksia
3) Ratkaistaan vastinvirrat laskimella
4) Vastinvirrat osamurretaan laskimella
5) Osamurtojen toisen asteen nimittajat tdydennetaan nelidiksi laskimella
)

6) Osamurrot kdanteismuunnetaan taulukoiden avulla
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Esimerkki. Tarkastellaan viereisen piirin virtaa, i=i(f) R=60

§ — _J20t ,kunO0<t<1 . -
i kun jannite on u(t) —{0 muulloin ja kytkinta l_ )] ;
. suljettaessa kondensaattorissa ei ole varausta. u(t) -q(tf( '
 Alle piirretyssa vastinpiirissa w
- U(s)=£(u(t)) = £(20t- (ee(t) - a(t-1))) I(s) R=60
! Tama paalleviivattu termi oli jo edella E
= £(20t- ee(t) —20(t-1)-2e(t—1) —20- ee(t—1)) o _100 |
............... Lisatty.....ccceenen. ja .....vahennetty...... C_T
sama tuplasti alleviivattu termi 202£(t—1) -|- U(S) i
_o0. L _og. L. g5 _op. 1. g T
=20 p 20 & e °-20 56 R =5s

Vastinpiirin virta saadaan jakamalla vastinjannite U(s) sarjassa olevien vas-
. tusten resistanssien R, R, ja R, summalla

1 1 1
(e de e Dletd
100 100 100
60+ — S +5s 60+ — S +5s 60+ — S +5s

expand! expand!

1 11 1 1 1 -9 1 1 1 1 1
(20 s+10 4 s+2 5 s) (20 s+10 4 s5+2 5 sj e
Jalkimmainen termi voidaan kdanteismuuntaa kayttaen aikaviiveominaisuutta
| £L(e(t-t)f(t-t))=e"F(s)

takaperin, jolloin kaiken kaikkiaan saadaan

i(f) = e - Loz y 1 gt 1)(28 ‘10“‘”+%e‘2“‘”+%j

demor_dga 1 _ 005670252 +0.2 , jos 0<t<T

20 4° 5
)01 or 1 20, 1 (=9 01, 1 20, 1
20° "3° 73 (.20e +7¢ +5)

— 1 —10 1 —2 —10t -2t
=55¢ '(1+9€"°) -z (1+€") = 9910e™" -2.106™, jos t>1

Sama tulos on saatu Ojalain laskuoppien teoksessa Differentiaaliyhtalét kayt-
. taen differentiaaliyhtéldiden perinteellisempia ratkaisutapoja.

__________________________________________________________________________________________________________________________
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Harjoitustehtavia.

Seuraavissa tehtavissa oletetaan, etta kelojen virrat ja kondensaattorien jannit-
teet ovat nollia alkuhetkelld t =0, jolloin kytkin suljetaan.

10.1 Tarkastellaan RL-piirid, jossa L=5, R=100 ja
a) u=50 b) u=u(t)=300sin(100xt).
M&arita piirin virta ajan funktiona, kun kytkin suljetaan hetkella t=0.

10.2 Tarkastellaan LC-piirid, jossa L=5, C=0.00002 ja jannitelahteen jan-
nite u(t) on a) 10sin(90t) b) 10sin(100f)  c¢) 10 sin(1101).
Ratkaise piirin virta, kun kytkin suljetaan hetkella t=0.

10.3 Tarkastellaan RC-piiria, jossa R=20, C=0.001 ja
a) u=10 b) u=u(t)=10sin(2t).
Ratkaise piirin virta, kun kytkin suljetaan hetkellda t=0.

10.4 Tarkastellaan RCL-piiria, missa R = 40,C =0.00002, L=5 ja
a) u=200 b) u=u(t)=300sin(100t).
Maarita piirin virta, kun kytkin suljetaan hetkellda t=0.

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta:
35 Laplace-muunnos 35
Ojalain laskuopit



£— ja £ '-muunnoksia

=
)
—~~ i< =
~ T
7]
N Q =
™
L N @
~— + kS
—- = ©
_ =3 ©|Q
ﬁ~ % = +
o 2 = =
__ — - = +~ = —_ w\ m\
— ~ (7)) A — (- N
- Q | =Q
~ T Rl & - |9 ~ N S| @ S
~~ % ~ | = £ o QV 1_b ml. 5 | N 8 |l & 5
S— — o)) —— | N - 0 (&) | Al QO () o= ) [}
[eV] [aV)
Q Q
—~ S~ N + +
N o <
D y L % |2 B S |5 |5 % °=
L 17_ —|+ o+ | JF - —l T ! _
N < [aV] [aV]
- » o —|% ~ % —|% 9 9 2 2 2 2 2 2 2
) —_ —_~
—
= SO
< S— rT
Ny s 7
S
f Jl —_~
I o S _
—~ Y] V] e ™ _ _ | 9,_ 2]
) Q o L S S-S T
— ~|7 ~z fFero8 4 T % T &
< - | S
L -l o ~ % N|W S|% ‘0 @ T %5 % W -l '
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| e
tO
|
~
— S =
N -~ (&Y
ey s 2 = ¥ = = T
= 7] = : = %< ~ —
-~ —— o S N N \n) -~
— ae — ~ S~ (%] (&) — ae N — o i /ﬂ\

E

Ojalain laskuopit

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta:
Laplace-muunnos

E




Ojalain laskuopit -oppimateriaalisarjaan kuuluva teos Laplace-muunnos on
tarkoitettu sahkétekniikan insinddriopiskelijoille differentiaaliyhtaléiden kurssin
tdydennysmateriaaliksi. Laplace-muunnos yhdesséa tehokkaan apuvalineen
kanssa tarjoaa yksinkertaisen menetelman virtapiireihin liittyvien differentiaali-
ja integraaliyhtaloiden ja -yhtaldryhmien ratkaisemiseen.

Sarjan kaikissa teoksissa on pyritty huomioimaan I&ahiopetuksen voimakas va-
hentyminen. Siksi matematiikassakin on keskityttava kaikkein oleellisimpaan:

kasitteiden hallitsemiseen, apuvalineiden tehokkaaseen hyddyntamiseen me-
kaanisen kasinlaskennan asemasta seka suoritettujen laskujen ja saatujen tu-
losten selkedan esittamiseen.

Yhden kirjoittajan omat opiskelijat ovat viime vuodet kayttaneet TI-Nspire CX
CAS -laskimia. Siksi teoksessa on hyddyllisia ohjeita kyseisen laskimen kay-
tosta. Monet opiskelijat ovatkin tyytyvaisina todenneet "oppineensa nakemaan
metsan puilta”. Myds muiden symbolisten laskimien ja matematiikkaohjelmien
kayttajat saavat kirjasta ideoita oman apuvalineensa hyédyntamiseen.

Kaikki sarjassa ilmestyneet teokset Algebra, Geometria, Differentiaali- ja
integraalilaskenta, Differentiaaliyhtalot seka Laplace-muunnos ovat vapaasti
tulostettavissa ja jaettavissa koko sivun kopioina opetuskayttéon.
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