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ESIPUHE

Tama differentiaaliyhtaloita kasitteleva oppimateriaali on tarkoitettu insino0ri-
koulutukseen. Tietyilla erikoisaloilla kuten sahkdtekniikassa differentiaali- ja
integraaliyhtaléiden ratkaisemiseen paljon kaytettyd .£ - muunnosta kasitelldan
Ojalain laskuopit -oppimateriaalisarjan toisessa opuksessa nimeltdan Laplace-
muunnos. Molempien opusten sisaltd on rajattu niihin asioihin, jotka allekirjoit-
taneista Timo Ojala on kasitellyt viimeksi omassa matematiikan opetukses-
saan SAMK Tekniikka Porissa. Aineiston muokkaamiseen ja esimerkkien las-
kemiseen ovat osallistuneet sekd matematiikan ylioppilas Leena Ojala etta
matematiikan yliopisto-opettaja Timo Ranta.

Insindorilla on matematiikan opiskelussa kolme tarkeaa tavoitetta: asioiden
ymmartaminen, tarvittavien laskujen suorittaminen seka suoritettujen laskujen
ja saatujen tulosten esittaminen.

I: InsinGorin tulee ymmartaa matemaattisten kasitteiden oleellinen sisalto.
Insinddrin pitaa pystya muuttamaan kohtaamansa reaalimaailman ongelma ma-
temaattiseen muotoon ja ratkaisun jalkeen kriittisesti tulkitsemaan vastaus alku-
peraisen ongelman kannalta.

II: Insindorin tulee pystya suorittamaan ne matemaattiset laskut, jotka ovat
tarpeen matemaattiseen muotoon saattamansa ongelman ratkaisemiseksi.
Keskimaaraisella insinddriopiskelijalla ei monista eri syista johtuen enaa ole
mahdollisuuksia suorittaa esimerkiksi vaativia mekaanisia integrointeja kasin
laskien. Insindorilla ei siihen ole silti enda tand paivana mitaan tarvettakaan.
Tehokkaat matematiikkaohjelmat ja symboliset laskimet pystyvat suorit-
tamaan nopeammin ja luotettavammin kaikki ne mekaaniset laskutoimi-
tukset, joihin parhaat insinéo6rit ovat milloinkaan pystyneet. Laskimet
pystyvat viela enempaankin ja kaikki tama tapahtuu ilman, etta teknisen
ongelmansa parissa tyoskenteleva insin66ri mitaan menettaa. Niinpa in-
sinoorin tulee jo opiskeluaikanaan oppia hyodyntamaan tehokkaita apu-
valineitda. Mekaanisten laskujen suorittaminen apuvalineita kayttaen jat-
taa opiskelussa enemman aikaa myos kahteen muuhun tavoitteeseen
paasemiseen.

lll: Ongelmanratkaisussa kaytetyt menetelmat ja laskinkomennot yms. on
esitettava niin hyvin dokumentoituina, etta ulkopuolinenkin ymmartaa
ratkaisun eri vaiheet ja voi ne toistaa. Suppean monisteen lyhyet esimerkki-
ratkaisut eivat tahan ehka aina ylla, mutta tarkoitus onkin tarvittaessa kayda
tallaiset esimerkit tunnilla opettajan selittdmina yksityiskohtaisesti lavitse.
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Apuna esimerkeissa on kaytetty symbolista laskinta TI-Nspire CX CAS.
Annetuista ohjeista saa vinkkeja muidenkin symbolisten laskinten tai
matematiikkaohjelmien hyodyntamismahdollisuuksista.

Monisteeseen on liitetty runsaasti harjoitustehtavia. Kaikki kasin lasketta-
viksi annetut tehtavat voi ja kannattaakin aina tarkistaa laskimella.
Kotitehtdvien yksityiskohtaiset ratkaisut on tarvittaessa tarkoitus kasitella tun-
neilla samalla, kun tavoitteena olisi opettaa tulosten kriittista arviointia. Monis-
teen lyhyt esitystapa ei ole antanut mahdollisuuksia sopivien arviointitapojen
riittavaan kasittelemiseen.

Kaikki halukkaat opettajat saavat kopioida tésta ja muistakin ”Ojalain
laskuopeista” sekd omaan opetuskayttoonsa etta oppilailleen jaettavaksi
mitka tahansa sivut tai vaihtoehtoisesti kertoa opiskelijoilleen, mista he
voivat ilmaiseksi kopioida tai ladata kayttoonsa tarpeelliset sivut.
Materiaalin voi tulostaa kaksipuolisiksi kopioiksi A4-arkeille siten, etta
keskelta niiteilla nidottuna opiskelijalla on kateva A5-kokoinen vihkonen.
Materiaalin voi tietenkin tulostaa haluamassaan koossa myos kansioissa
sailytettaville arkeille.

Oppimateriaalisarjan jatkokehittamista varten otamme Kiitollisina vastaan
ilmoitukset painovirheista ja parannusideat pienista yksityiskohdista aina
laajempiin kokonaisuuksiin asti. Samalla lausumme kiitokset myos ”Oja-

lain laskuoppien” aiemmille kehittajille FM Marjo Ojalalle ja padmatemaa-

tikko, SHV Lauri Ojalalle.
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1. Yleista

. Tavallista yhtaloa ratkaistaessa haetaan kaikkia niita lukuja, jotka toteuttavat

. kyseisen yhtalén. Yhtalén tarkka ratkaiseminen on usein hankalaa tai jopa !
- mahdotonta. Sijoittamalla voi kuitenkin helposti tutkia, ovatko annetut luvut tie- |
' tyn yhtalodn ratkaisuja. Esimerkiksi luvuista 1, 2 ja 3 vain kaksi ensimmaista to- |
teuttaa yhtaldn x> —3x+2=0, silld 12-3.142=0 ja 22-3.2+2=0, mutta |
3?-3-3+2=2=0. Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla voi I6ytda tdman

. yhtalon ratkaisut.

Differentiaaliyhtaléa ratkaistaessa haetaan kaikkia niita funktioita, jotka deri-
vaattoineen toteuttavat annetun yhtalén. Differentiaaliyhtaléiden ratkaiseminen
on monasti hyvin ty6lasta tai jopa mahdotonta, joskin tavallisimpia luonnon-
iImidita kuvaavat differentiaaliyhtalét ovat usein ratkaistavissa.

Epavirallinen lyhenne DY tarkoittaa jatkossa sanaa differentiaaliyhtald.

Maaritelma. Differentiaaliyhtélén kertaluku tarkoittaa yhtaléssa esiintyvan
korkeimman derivaatan kertalukua.

. Esimerkki. Tutki, mitk funktioista

| V=€ +x+4, y,=Ce”+Ce*+x+4, y, =€ +3x+5
toteuttavat toisen kertaluvun differentiaaliyhtalén

I y =3y +2y =2x+5.

Seka tassa esimerkissa etta jatkossa merkinnat C,C, ,C, , ... tarkoittavat
mielivaltaisia vakioita, vaikka sita ei yleensa mainita.
Lasketaan annetun funktion derivaatat ja sijoitetaan ne yhtalon vasempaan

. puoleen, mika tapahtuu nyt laskemalla allekkain olevat derivaatat yhteen yhta-
. |6ssa olevilla kertoimilla 1, -3 ja 2 kerrottuina. Jos tulokseksi saadaan yhtalon

oikean puolen lauseke 2x + 5, niin funktio on differentiaaliyhtalon ratkaisu.
I Yy, =€ +x+4 |2
Y, =26 +1 -(-3)
yy=4e* 1
V/-3y/+2y,=(2-6+4)e* +2x+8-3=2x+5
. Funktio y, toteuttaa differentiaaliyhtalon

. Tarkistamisen voi suorittaa tietenkin myds laskimella monin eri tavoin:
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Define y2=cl-e* +c2-e* +x+4 Valmis
i d2

X2
' DelVar y2 [] Valmis

(y2)—3%(y2)+2~ y2 2-x+5 .. Funktio y, toteuttaa differentiaaliyhtélc‘jné

Seuraavassa laskinsyotteessa hyédynnetdan with-operaattoria |, jolloin ei

. maaritella pysyvammin funktiota, joka saattaisi unohtua haittaamaan jatko-
 laskuja:

d—z( )—Si( )+2-y | y=e*+3x+5 6-x+1

. ax? Y dx Y yiy=

. Tama funktio y ei toteuta differentiaaliyhtaloa.

Nimityksia. Edell4 ollut funktio y, on jopa ns. yleinen ratkaisu, koska voi-

daan osoittaa, etta siitd saadaan tarkasteltavan differentiaaliyhtalén kaikki rat-
kaisut, kun kertoimet C, ja C, kayvat |api kaikki reaaliluvut.

Esimerkiksi edella ollut yksityisratkaisu y, saadaan yleisesta ratkaisusta y,
valitsemalla C, =1 ja C, =0.

Lause. Jos differentiaaliyhtalon kertaluku on n, niin differentiaaliyhtélon ylei-
sessa ratkaisussa on n maaraamatonta vakiota.

Nimityksia. Monissa tehtavissa etsitdan yleisen ratkaisun asemasta sellaista
yksityisratkaisua, joka toteuttaa differentiaaliyhtalén kertaluvun mukaisen maa-
ran alkuehtoja tai reunaehtoja. Alkuehdot on annettu yhdessa ja samassa
pisteessa x ja ne koskevat funktion ja sen derivaattojen arvoja tassa pisteessa.
Reunaehdoissa taas annetaan vaatimukset funktion arvoille eri pisteissa.
Seuraavat kuvat havainnollistavat kuormitetun palkin kimmoviivaan y = y(x)
liittyvia alkuehtoja ja reunaehtoja:

y y
Yo [ A .
Kulma- 3
kerroin - Ten R
k 4
xﬂ XF }El xl FX
Jy{xﬂ)"yj !.‘f’f.xd:}ﬂ
L Y'(X,) =k V(X)) =Y,
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. Esim. Funktio y=x*+Cx+C, onDY:n y”=2 yleinen ratkaisu, koska se
toteuttaa yhtalén ja siind on DY:n kertaluvun 2 mukainen maara vapaasti valit-
tavia vakioita. Etsitdan se DY:n y” =2 vyksityisratkaisu, joka toteuttaa I
' y(1)=6 y()=3

a) alkuehdot{ ,
| y()=4 y(@2)=7

b) reunaehdot {
a) Koska y’=2x+C,, niin alkuehdoista saadaan yhtalépari
y()=1?+C,-1+C, =6

y()=2-1+C, =4
Etsitty yksityisratkaisu on siis y = x* +2x+3

C =2

1

, jonka ratkaisu on )
. {cz -3

b) Reunaehdoista saadaan yhtaldpari
| {y(1)=12+C1~1+62=3 o {C1=1
y(2)=2*+C,-2+C, =7 '
Etsitty yksityisratkaisu on siis y = x® + 1x +1

Tehtéava 1.1. Maarita kertoimelle r sellaiset arvot r, ja r,, ettd y =e™ toteut-
taa differentiaaliyhtdlon  a) y"-5y'+4y =0 b) y"-9y=0.
Osoita, ettd y =C,e"™ +C,e*" on differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu.

Tehtava 1.2. Maarita se edellisen tehtdvan a-kohdan yksityisratkaisu, joka to-
teuttaa

a) alkuehdot y(0)=5, y’(0)=14

b) reunaehdot y(1) =4e, y(4)=4¢"

Tehtéava 1.3. Maarita kertoimelle r sellainen arvo, ettd y = e™ toteuttaa DY:n
a) y'—-4y'+4y=0 b) y"+6y'+9y=0.
Osoita, ettd y=C,e™ +C,xe™ on kyseisen differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu.
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2. Differentiaaliyhtalon laskinratkaisu

Huomautus. Tavallisimmat 1. ja 2. kertaluvun differentiaaliyhtalét ratkeavat
laskimen TI-Nspire CX CAS komennolla

deSolve(equation, independent variable, dependent variable)

(d: differential, e: equation). Ensimmaisend parametrina olevan yhtalén peraan
voidaan and-sanoilla liittda enintdan DY:n kertaluvun mukainen maara joko
alku- tai reunaehtoja seuraavien mallien mukaisesti edellisen esimerkin diffe-
rentiaaliyhtaldn ratkaisemiseksi:

deSolve(y” =2, x, y) y=cl-x+c2+x°

deSolve(y”=2and y(1)=6 and y’'(1)=4, x, y) y=x+2x+3

deSolve(y”=2and y(1)=3 and y(2)=7, x, y) y=x+x+1

deSolve(y” =2 and y(1)=3, x, y) y=x*+(c3-2)x-c3+4

Viimeinen vastaus saadaan "kauniimpaan” muotoon y = x° + ¢4 - x+ (2 — c4)
merkitsemalla c3-2=c4.

Huomaa, ettéd derivaatan tunnuksena oleva pilkku ° on sama kuin TI-laskimen
kulmaminuutin tunnus, joka edellisessa esimerkissa on siis kirjoitettava kaksi
kertaa perakkain.

Monissa oppikirjoissa esimerkiksi differentiaaliyhtald y”+ y’+ y = x kirjoitetaan
2 dy

d’y +d_+y = x, josta iimenee,
X

pidemmassé ja selvemmaéassa muodossa P
X

minkd muuttujan suhteen derivoidaan, mutta Tl-laskin ei hyvéksy t4tad merkin-
144 deSolve-komennon siséllé itse yhtaléssa eiké alku- ja reunaehdoissa.

Huomautus. Vaikka alkuarvotehtavassa y”+y=x, y(0)=2, y’(0)=3 ei

esiinny trigonometrisia funktioita, niin se on kuitenkin ratkaistava radiaani-
moodissa komennolla

deSolve(y”+y=x and y(0)=2 and y’(0)=3,x,y)
koska DY:n ratkaisu y =2cos x+2sin x+ x siséltaa trigonometrisia funktioita.

Jatkossa tarkastelemme mydés kaikkein tavallisimpien differentiaaliyhtalétyyp-
pien ratkaisemista kasin laskien. On huomattava, ettd kukin DY-tyyppi vaatii
oman ratkaisumenetelméansa. On olemassa myds paljon sellaisia differentiaali-
yhtal6ita, joita ei pystyta analyyttisin menetelmin tarkasti ratkaisemaan, vaan
on tyydyttadva numeerisiin tai graafisiin likimaaraismenetelmiin.
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Tehtéava 2.1. a) Maéarita ensin laskimella differentiaaliyhtalon y” -3y =0

yleinen ratkaisu. Totea sitten kasin laskien, etta laskimen 16ytama ratkaisu on
todella differentiaaliyhtalén yleinen ratkaisu.
b) Etsi sitten seka kasin etta laskimella se yksityisratkaisu, joka toteuttaa ehdot

_op? _
o1y JY() =26 o) {y (©)=3 " Nime& kohtien b1 ja b2 ehdot.
y'(1) =66 y()=2+e

Tehtava 2.2. Maarita ensin joko kasin tai laskinta kayttden sellaiset kertoimen
rarvot r,, r, ja r,, ettd y =e"" toteuttaa differentiaaliyhtalon y” —16y" =0.
Osoita sitten (kasin tai laskinta hyédyntéen), ettd y, =C.e"  +C,e?* + C,e™"
on kyseisen DY:n yleinen ratkaisu.

Huomaa, ettéd Tl-laskin ratkaisee vain 1. ja 2. kertaluvun differentiaaliyhtal6ita.

Tehtéva 2.3. Maaritd ensin sellainen kerroin A, ettd y, = Ae®* on yhtaldn
y”—16y" =5€%" jokin yksityisratkaisu. Osoita, ettd y =y, + y, on tdman yhta-
I6n yleinen ratkaisu, kun y, tarkoittaa tehtavéssa 2.2 esiintyneen (vastaavan
homogeenisen) yhtalon yleista ratkaisua.

3. Muotoa y'" =f(x) oleva differentiaaliyhtalo

Otsakkeen mukainen differentiaaliyhtéalé ratkaistaan suorittamalla n perattaista
integrointia joko késin tai tietenkin katevammin laskimella. Laskinta kayttaessa-
si sinun pitad itse lisata jokaisen integroinnin yhteydessé uusi integroimisvakio.

. Esimerkki. Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtald y’=2x ratkeaa integ- |
. roimalla
| y=_[2xdx=x2+C.

. Esimerkki. Toisen kertaluvun differentiaaliyhtalé y” = 6x ratkeaa kahdella pe- !
' rattaiselld integroinnilla:
y'=[6xdx=38x*+C, , y=[(Bx*+C)dx=x"+Cx+C,.

Huomaa, ettéd yo esimerkkien yleisissa ratkaisuissa on vapaasti valittavia vaki-
oita differentiaaliyhtalén kertaluvun mukainen maara.

Tehtdva 3.1. Ratkaise a) y”=sin(2x) b) y”"=24x
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4. Muuttujien erottaminen, separoituva DY

Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtaléa, joka voidaan muuntaa muotoon
y =1f(x)-g(y), sanotaan separoituvaksi, koska siind voidaan erottaa muut-
tujat yhtalon eri puolille korvaamalla derivaatta differentiaalien osamaaralla ja
suorittamalla sopivia kerto- ja jakolaskuja:

ﬂ:f(x).g(y) o i:f(x) ax.

dx a(y)

Jos saadun yhtalén molemmat puolet integroidaan, niin saadaan y:n ja x:n va-
linen algebrallinen yhtald, jota voidaan pitéda differentiaaliyhtalén ratkaisuna,
vaikkakin se on vield algebrallisesti ratkaisemattomassa muodossa.

Saadusta algebrallisesti implisiittisesta ratkaisusta voidaan vield monesti al-
gebrallisestikin ratkaista funktio y muuttujan x lausekkeena.

_________________________________________________________________________________________________________________________

Esimerkki. Ratkaistaan differentiaaliyhtéld y’=4y—)f alkuehdolla y(1)=2.

dy_4x
- dx %

3 (%) |
yfdx & yidy=4xdx o Iyzdy:I4x3dx =3 y? = x'+C |

Koska alkuehdon mukaan x:n arvolla 1 tulee y:n olla 2, niin saadaan yhtalo

3
2—=1“+C, josta C=§.
3 3

Lopulta yhtélésta (+) saadaan

Tehtava 4.1. Ratkaise seka kasin ettéd laskimella seuraavista differentiaali-
yhtalbista ne, jotka ovat separoituvia:

a) y'=x-y b) X*y'=y ¢ Y+xy=x d) y+2y=x

Tutki pystyykod laskin ratkaisemaan ne yhtalét, jotka eivat ole separoituvia.
Tarkista kasin laskien, etta laskimen mahdollisesti I6ytamat ratkaisut ovat to-
della ratkaisuja.

Tehtava 4.2. Maarita seka kasin etta laskimella z= z(t), kun {

Huomaa, etta tdssa tehtédvassa etsitddn muuttujan t funktiota z(t).
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5. Ensimmaisen kertaluvun lineaarinen DY

Lineaarisessa differentiaaliyhtaldéssa voi tuntematon funktio ja sen derivaatat
esiintyd vain ensimmaisessa potenssissa. Tuntemattomasta funktiosta tai sen
derivaatoista ei voi esiintya mitdan muita potensseja, funktioita tai sekatuloja.
Vapaa muuttuja voi sen sijaan esiintya millaisessa muodossa tahansa.

Lause. Ensimmaisen kertaluvun lineaarisen DY:n

Y +u(x)-y=v(x)
yleinen ratkaisu on

y= g% U V(x)- el "% gy Cj :

Lausetta koskevia huomautuksia:

1. Ylla olevan lauseen ratkaisukaavan merkitys jaa tdssa matematiikan kurssi-
materiaalissa varsin vahaiseksi johtuen kahdestakin eri syysta

- insinddrikoulutuksessa on lahiopetustuntimaaria voimakkaasti leikattu,
joten ei kannata keskittya kaavoihin, joiden lopputuloksen luonnetta ei
hevin pysty ndkemaén ja joiden kayttd edellyttdd vahvaa laskurutiinia

- insinddrisovelluksiin liittyvat differentiaaliyhtélét ovat tavallisesti vakio-
kertoimisia, silla yhtaldiden kertoimiksi tulee esimerkiksi virtapiirin kom-
ponenttien arvot, jotka usein ovat vakioita. Tavallisesti esimerkiksi tietyn
kondensaattorin kapasitanssi ja tietyn vastuksen resistanssi ovat vakioi-
ta, vaikka joissakin tilanteissa vastuksen resistanssi voi muuttua lampe-
nemisesta johtuen. Vakiokertoimisten lineaaristen differentiaaliyhtaléiden
ratkaiseminen on kohtuullisen yksinkertaista ja ratkaisufunktiot ovat
usein ennalta arvattavaa tyyppia.

2. Lauseessa esiintyvat lausekkeet u(x) ja v(x) saavat periaatteessa olla

muuttujan x mitéd tahansa epalineaarisiakin lausekkeita, kunhan vain yhtalé
on lineaarinen funktion y ja sen derivaatan y’ suhteen. Jos lausekkeet

u(x) ja v(x) ovat hankalia, niin lauseen mukaisia integraaleja ei pystyta
yleensa lainkaan laskemaan.

3. Yo ratkaisukaavaa kaytettdessa on yhtalon oltava tarkalleen oletettua muo-
toa ja erityisesti y”:n kertoimen on oltava 1, mihin paastaa jakamalla yhtalo

mahdollisella ykkdsesta eroavalla kertoimella.

4. Kaavassa olevia integraaleja laskettaessa ei tarvitse huomioida muita integ-
roimisvakioita kuin kaavaan jo valmiiksi kirjoitettu C.
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Esim. Ratkaistaan differentiaaliyhtalé 2y’ +4y =3e* poikkeuksellisesti edella

olleella ratkaisukaavalla, vaikka tdma on ns. vakiokertoimien lineaarinen diffe-
. rentiaaliyhtalo, koska siina tuntemattoman funktion ja sen derivaatan kertoimet
. ovat vakiota, jolloin sen voisi ratkaista myéhemmin huomattavasti helpommin. |

Ratkaisukaavan kayttamiseksi yhtal® jaetaan ensin kahdella, jolloin saadaan

: y' +2y =15,

Koska kerroinfunktion u(x)=2 integraali esiintyy ratkaisukaavassa kahdes- |
' sakin kohdassa, niin lasketaan ensin kyseinen integraall Iu(x) dx = j2 dx=2x

' ja edelleen ratkaisukaavaa kayttaen
y = e_Iu(X)dX 0 v(x)- eju(x)dx ax + C)

:e‘zx(f1.5ex'e“dx+0) = e‘ZX(I1.Se3de+C)
= e%(0.5¢> +C) = 0.5¢" +Ce™*

Huomautus. Ensimmaisen kertaluvun vakiokertoiminen lineaarinen differenti-
aaliyhtal6 voidaan ratkaista samanlaisin vaihein kuin seuraavissa pykéalissa
kasiteltavat toisen ja korkeammankin kertaluvun vakiokertoimiset lineaariset
differentiaaliyhtalot.

Tehtava 5.1. Ratkaise seké kasin etta laskimella
a) 3y'+3y—-4e*=0 b) 2y —-y=¢" c) x-y-y=x
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6. Vakiokertoiminen toisen kertaluvun
lineaarinen differentiaaliyhtalo

Otsakkeen mukainen yhtalé on muotoa
(1) kK-y'+1-y+m-y=v(x)
(k, I, mvakioita) ja se voidaan ratkaista kolmessa vaiheessa seuraavasti:

Vaihe 1. Vastaavan homogeenisen (tasa-asteisen, jokaisen termin asteluku
on sama, nyt 1) differentiaaliyhtalén
(2) k-y"+1-y+m-y=0
yleinen ratkaisu saadaan ns. karakteristisen yhtalon
k-r®+1-r+m=0
juurten r, ja r, avulla seuraavasti:
1. Jos karakteristisen yht&lén juuret ovat erisuuret reaaliluvut r, ja r,, niin
homogeenisen differentiaaliyhtéldén yleinen ratkaisu on
y,=C,-e"+C,-e?" .
2. Jos karakteristisella yhtalolla on reaalinen kaksoisjuuri r, =r, =r, niin
homogeenisen differentiaaliyhtaldn yleinen ratkaisu on
y,=C,-e™+C,-x-e"™ .
3. Jos karakteristisella yhtalolla on imaginaariset juuret r, , = a £ i, niin
homogeenisen differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu on
¥, =e"*(C,-sin(Bx)+C, -cos(B X)) .

Esimerkki. Jos vakiokertoimisen differentiaaliyhtalon k-y”+/-y'+m-y =0
karakteristisen yhtalon juuret ovat

'a) r,=2,r,=3, niin DY:n yleinen ratkaisu on y = C,e* + C,e>*
b) r,=r, =4, niin DY:n yleinen ratkaisu on y = C,e** + C,xe*"
.¢) r,,=-5%6i, niin DY:n yleinen ratkaisu on y = e*(C, sin(6x) + C,cos(6x)) :

' Huomaa, etta imaginaaristen juurten tapauksessa yleiseen ratkaisuun kerroin
.« tulee merkkeineen, kerroin B (mieluummin) ilman merkkia.

__________________________________________________________________________________________________________________________
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Vaihe 2. Alkuperaisen taydellisen differentiaaliyhtalén (1) jokin yksityisratkaisu
y. voidaan usein hakea seuraavan taulukon mukaisella fiksulla yritteella:

DY:n (1) oikea puoli Yrite y,
Vakio a Tuntematon vakio A
1. asteen polynomi ax+b (tai pelkkd ax) Ax+B
2. asteen polynomi ax®+bx+c (tai pelkka ax?) AxX*+Bx+C
a‘ekx A‘ekx
a-sin(kx)+b-cos(kx) (tai pelkka a-sin(kx)) A-sin(kx)+ B-cos(kx)

Yritetaulukkoa koskevia huomautuksia:

- Yritteessa olevien vakioiden arvot A, B, C, ... Idydetaan vaatimalla, etta yrite
differentiaaliyhtalé6n sijoitettuna toteuttaa ko. yhtaldn.

- Yritteen tulee olla niin taydellinen, etta se sisaltaa kaikki ne termityypit, jotka
saadaan yritetta toistuvasti derivoitaessa ts. jos yritteessa on termi x*, niin
siind tulee olla myds muotoa x, x ja vakio olevat termit vakioilla kerrottuna.

- Jos taulukon mukainen yrite on vastaavan homogeenisen DY:n (2) ratkaisu,
niin taulukon mukainen yrite on kerrottava muuttujalla x (tai muuttujalla f,
jos tuntematon funktio riippuu ajasta t, kuten fysiikassa on tavallista).

- Jos DY:n oikea puoli on taulukossa esiintyvien kahden eri funktion summa,
niin yritekin on tehtava taulukossa esitettyjen vastaavien yritteiden summana.

Vaihe 3. Alkuperaisen taydellisen DY:n (1) yleinen ratkaisu saadaan laske-
malla yhteen vastaavan homogeenisen yhtélén yleinen ratkaisu y, seka tay-

dellisen yhtalon jokin yksityisratkaisu y, ts. y=y,+VY. .

. Esimerkki. Ratkaistaan y”+3y -4y =28e’* edella esitetyin vaihein:

Vaihe 1. Vastaavan homogeenisen DY:n y”+3y -4y =0 yleinen ratkaisu
' lbydetaan karakteristisen yhtalon juurten avulla:

r’+3r-4=0 < r=1tair,=-4

Koska karakteristisen yhtalon juuret ovat erisuuret reaaliluvut, niin

| y,=Ce"+C,e*” =Ce" +C,e*

' Vaihe 2. Tehdaan fiksu yrite Y. = Ae™ —4
| y.=3Ae> -3
y/=9Ae* 1

oltava 3x

| y’+3y -4y =14Ae® = 28e* o A=2 .. y.=2e
Vaihe3. y=y, +y, =Ce*+C,e* + 2%
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——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Esimerkki. Ratkaistaan y” -4y +4y =16sin(2x) edella esitetyin vaihein:

Vaihe 1. Vastaavan homogeenisen yhtalon y” -4y +4y =0 yleinen ratkaisu
. 16ydetaan karakteristisen yhtalén avulla: r*—4r+4=0 < r=r,=2
. Koska yhtalolla on reaalinen kaksoisjuuri, niin y,=C,e™+C,xe™ =C,e**+C,xe*" |

Vaihe 2. Alkuperaisen yhtaldn jokin yksityisratkaisu y. 16ydetddn taulukon mu-
' kaisella taydelliselld yritteelld, jollaiseksi pelkka Asin(2x) ei riita: |
| y. = Asin(2x) + Bcos(2 x) 4

y. =2Acos(2x)—2Bsin(2x) |-—4

y!=-4Asin(2x) —4Bcos(2x) | - 1

vaaditaan

y.—4y.+4y, =8Bsin(2x)-8Acos(2x) = 16sin(2x)+0cos(2x)
Vastintermien samoin alleviivattujen kertoimien on oltava pareittain yhta suuret:

8B=16 A=0
s - ¥. =0sin(2x) +2cos(2x) = 2cos(2x)
—-8A=0 B=2

Vaihe 3. Alkuperaisen taydellisen yhtalon yleinen ratkaisu saadaan vaiheissa
' 1 ja 2 laskettujen osien summana: y =y, +y. = C,e** + C,xe** + 2cos(2x)

Esimerkki. Ratkaistaan y” -4y +3y =9x+ 4" jélleen kolmessa vaiheessa:

Vaihe 1. Homogeenisen yhtélén y”—4y’'+3y=0 yleinen ratkaisu l0ydetaan ka-
 rakteristisen yhtalén avulla: r’-4r+3=0 < r,=1, r,=3, joten y,=C,e"+C,e>* |
Vaihe 2. Yrite on tehtdva kaksiosaisena:

- Termia 9x vastaavaksi yritteeksi ei riitd Ax, vaan yritteen on oltava niin tay-
dellinen, etta se siséltad myds vakion eli talta osin yrite on Ax + B. '

- Termia 4e** vastaavaksi yritteeksi ei tallé kertaa kelpaa Ce®*, koska
tamanmuotoinen termi on mukana homogeenisen yhtalon yleisessa

! ratkaisussa. Talt4 osin on tehtéva uusi, muuttujalla x kerrottu yrite Cxe®” .
 Yrite on siis y. = Ax+ B+ Cxe®™ 3
' y = A+Ce® + 36xe™ —4

1
y”=3Ce* +3Ce® + 90x6™

vaaditaan

y/-4y +3y, =3Ax+(3B-4A)+2Ce” = 9x+0+4e”

Vastinkertoimia vertaamalla saadaan A=3,B=4,C=2, joten y, =3x+4+2xe*

' Vaihe 3. y = y,+y.,=Ce +C,e** +3x+4+2xe**
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Huomautus. Edelliset esimerkit ratkeavat TI-Nspire CX CAS-laskimella luvus-
sa 2 kuvatulla tavalla, kokeilepa! Tl-laskin pystyy ratkaisemaan sellaisiakin en-
simmaisen ja toisen kertaluvun yhtaldita, joita ei tdssa opuksessa kasitella.
Huomaa, ettéd Tl-laskin ratkaisee differentiaaliyhtal6itd tehokkaammilla tavoilla
kuin edella esitettya fiksua yritettéd kayttamalla ja siksi varsinkin laskimen trigo-
nometriset vastaukset voivat seuraavan esimerkin mukaisesti olla erindkoiset
kuin “fiksulla” yritteellamme |8ytyvat luonnollisen tuntuiset ratkaisut.

_________________________________________________________________________________________________________________________

Esimerkki. Jos ratkaiset yhtalon y” -2y’ +2y =10cos(2x) edelld olleella

kolmivaiheisella menetelmalla karakteristisen yhtalon ja fiksun yritteen avulla,
. niin saat ratkaisun muodossa y = €*(C, sin x + C, cos x) —2sin(2x) —cos(2x),
jossa alleviivattu luonnollisentuntuinen yksityisratkaisu on taulukon mukainen.

Laskinratkaisun y =c1-e*-cos(x)+c2-e"-sin(x) —2(cos(x))” —4sin(x)cos(x) +1

vastaava osa on kovin toisenlainen ja ennalta arvaamattoman nakéinen. Laskin

. ei haekaan yksityisratkaisua yritteella vaan tehokkaammalla tavalla, joka sopii

. joihinkin sellaisiinkin tapauksiin, joissa ei ole olemassakaan "fiksua” yritetta.

Laskimen laskeman yksityisratkaisun voit radiaanimoodissa koota seuraavasti
tCollect(—2(cos(x))* —4sin(x)cos(x)+1) —/5sin(2x+tan™ (%)) ,

jonka voitsumman osalta astemoodissa hajottaa em. fiksuksi yriteratkaisuksi

' tExpand(—\/gsin(2xn=Ltan“(%)) —2sin(2x)—cos(2x) .

Katsopa tarkemmin Ojalain laskuoppien opuksesta Geometria, kuinka radiaani-
. moodista poiketen komento tExpand ei astemoodissa hajota monikertaa2x . |

__________________________________________________________________________________________________________________________

Tehtdva 6.1. Maarita yhtalon k- y”(x)+ /-y (x)+m- y(x) =0 yleinen ratkaisu,
jos karakteristisen yhtalén juuretovat a) -1ja0 b) 2ja2 c¢) -4+3/

Tehtava 6.2. Ratkaise kasin ja laskimella yhtalot

a) y'—4y’+5y=0 b) y"+4y'+4y=0 ¢c) y"+2y'+5y=0
Tehtava 6.3. Etsi kdsin laskien seuraaville yhtalGille jotkin yksityisratkaisut
a) y'—4y +5y=7 b) y'—4y +5y=26*

c) y'—4y +5y=3x" d) y’'—4y +5y=¢e"+sin(3x)

Tehtava 6.3. Ratkaise kasin ja laskimella

a) y'-3y +2y=>5e" b) y'-2y'+y=3x «¢) y’-3y =sin(2x)
d) y’+y =sinx+cos(2x) e) y -2y =3&* f) y'—4y +4y =36
Tehtéva 6.4. Ratkaise késin ja laskimella z= z(t) , kun Z'—-4z=36* .

Tehtava 6.5. Muodosta differentiaaliyhtéld, jonka yleinen ratkaisu on
a) y=Ce*+C,e* b) y=Ce*+C,xe* c¢) y=¢€*(C,sin(7x)+C,cos(7x))
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7. Vakiokertoiminen n. kertaluvun lineaarinen DY

Edellisessa luvussa ollut teoria yleistetdan tassa luvussa koskemaan vakio-
kertoimista n. kertaluvun lineaarista differentiaaliyhtal6a

ky"+..+ky +ky=v(x) .

Ylla olevaa taydellista yhtéléa vastaavan homogeenisen differentiaaliyhtalon
ky"+..+ky +ky=0

karakteristinen yhtélé saadaan korvaamalla y:n derivaatta vastaavalla r :n po-

tenssilla, joten y” korvataan r:lla ja y eli y'© korvataan potenssilla r° =1.

Esimerkki. Differentiaaliyhtalé | Karakteristinen yhtalé
3y/+4y =0 3r+4=0

2y” +3y"+4y +5y=0 | 2r*+3r®+4r+5=0

y¥+3y=0 r‘+3=0

Huomaa erityisesti, ettd alimman rivin karakteristinen yhtalo ei ole r*+3r=0,
- koska y on karakteristisessa yhtélossé korvattava r° :lla eli ykkosella!

__________________________________________________________________________________________________________________________

Vakiokertoimisen homogeenisen lineaarisen differentiaaliyhtalon yleinen rat-
kaisu saadaan karakteristisen yhtaldn juurten avulla seuraavasti:

 Esimerkki. . |Karakte-
= .. |ristisen | Homogeenisen DY:n
yhtalon | yleinen ratkaisu
juuret
1 |5 y,=C,e™

3 05,6 y,=C,e”+C,e>*+C,e* =C,+C,e>* +C,e*”
3 1[555 y,=C.e>+C,xe> +C,x*e**
4

5

kerta-
luku

55,627 |y,=Cie** +C,xe" +&°*(C;sin(7x)+C,cos(7x))
556,171 |y,=C,e"*+C,xe"*+C,e°* +C,sin(7x)+C,cos(7x) |

_________________________________________________________________________________________________________________________

V4

. Esimerkki. Ratkaise w = w(t), kun w® +2w® + W'Y —4w” —4w” + 4w =0.
Koska karakteristisen yhtalén r® +2r° +r* —4r®> —4r® + 4 =0 juuret ovat kak-
: sinkertaiset r,=r,=1ja r,, =, =—1%1, niin yhtalén yleinen ratkaisu on

w=Ce +C,te' +e(C, sint+C, cost)+ te(C, sint+ C,cost)

__________________________________________________________________________________________________________________________
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Edellisessa luvussa esitetyn toisen kertaluvun differentiaaliyhtalon kolmi-
vaiheisen ratkaisumenetelman vaiheet 2 ja 3 sopivat myés korkeamman kerta-
luvun vakiokertoimisen lineaarisen differentiaaliyhtalén ratkaisemiseen.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Ratkaistaan funktio z= z(t), kun
| 79 -872"+16Z =76* .

Vaihe 1. Vastaavan homogeenisen yhtalon karakteristinen yhtalo on

: r°—8r®+16r=0,

jolle I6ydetaan odotetun viiden juuren asemasta vain kolme juurta 0,2 ja -2 |
' laskimen Solve- ja cSolve-komennoilla. Factor-komennolla voi varmistaa, etta
juuret 2 ja —2 ovat kaksinkertaiset. Niinpd homogeenisen yhtalén yleinen rat- |
: kaisu on

' z, =Ce" +C,e* +C,te’ + C,e' + C te™

Vaihe 2. Koska yritetaulukon mukainen yrite z, = Ae* on mukana homogeeni-
. sen yhtalon yleisessa ratkaisussa, niin on tehtava uusi, muuttujalla t kerrottu
| yrite z, = Ate®'. Koska sekin on mukana ratkaisussa z,, niin on tehtavé viela-

' kin uudelleen kerrottu yrite z, = At?¢”'. Toistuvien késin suoritettavien derivoin-
tien valttamiseksi voit laskimella todeta, ett laskinsyote |
g—;(z) —83—;(z)+16d%(z) z=A- t?e"
antaa tulokseksi 64 Ae*', mink pitaisi olla differentiaaliyhtalén oikealla puolel-

la oleva lauseke 7¢&?'. N&in saadaan ratkaistua vakio A= 6l4 joten
2 2t 7 2 2t
z, = Ate” =—te".
| 64
 Vaihe 3. Alkuperaisen yhtalén yleinen ratkaisu on siis
z=2z,+2 =C,+C,e*" +C,te* +C,e*' + C,e* + 6l4 t’e

Huomautus. Vaikka Tl-laskin ei ratkaise kolmannen eikd korkeamman asteen
vakiokertoimisia lineaarisia differentiaaliyhtalita, niin siita on edellisen esimer-
kin mukaisesti suuri apu

- korkean asteisen karakteristisen yhtalén ratkaisemisessa

- “fiksuun” yritteeseen liittyvien kertoimien maarittamisessa

- mahdollisten alku- ja reuna-ehtojen maarittamien kertoimien laskemisessa .
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27”77 2X

Tehtdva 7.1. Ratkaise a) y”"'-y=e b) y” -y =sinx

Tehtéva 7.2. Ratkaise z= z(t), kun 27 -2"=¢e*" +3

8. Verrannollisuudesta

Tarvittaessa sinun kannattaa kerrata verrannollisuuden teoriaa vaikkapa Oja-
lain laskuoppien opuksesta Algebral

. Esimerkki. Jos suure z on samanaikaisesti (suoraan) verrannollinen suureen
' x neliddn ja kaantaen verrannollinen suureen y kuutiojuureen, niin silloin on
. olemassa sellainen vakio k, etta

Tehtava 8.1. Kirjoita nakyviin suureita koskeva ehto kaavan avulla, jos

a) suure T on samanaikaisesti verrannollinen suureisiin x ja y seka kaantaen
verrannollinen suureen z kuutioon

b) suure p on samanaikaisesti verrannollinen suureen v kuutiojuureen ja kaan-
taen verrannollinen suureen t nelidon.

Tehtava 8.2. Totea sanallisesti, miten seuraavissa yhtaléissa vasemmalla ole-
va muuttuja on verrannollinen oikealla puolella oleviin muuttujiin x, y ja z, jos
kyseessé todella on verrannolliset suureet.

a) Z=+3 = b) z=2xy*+2°
y
c) W:% d) u=2x3—3y2+i
z
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9. Sekalaisia sovellustehtavia

Differentiaaliyhtal66n paadytaan esimerkiksi sellaisissa tehtavissa, joissa tie-
detaan funktion muuttumisnopeutta sitova ehto. Funktion muuttumisnopeutta
kuvaa derivaatta, jolloin edelld mainittu ehto koskeekin itse asiassa tuntemat-
toman funktion derivaattaa ja kyseessa on siis differentiaaliyhtald.

Esimerkki. Veden valuessa suoran ympyrélieridn muotoisen tynnyrin pohjas-
. sa olevasta reidsta vedenpinnan korkeuden h(t) muutosnopeus on suoraan

verrannollinen pinnan korkeuden nelidjuureen. Kuinka kauan kestaa tynnyrin
' tyhjeneminen, jos alussa h(0) =150 ja h(200) =100 ?

Lahtbtiedoista saatu alkuarvotehtava ratkeaa laskinkomennolla
deSolve(H = k-/h and h(0) =150, t, h) I=%+5.£
Lisdehdosta voimme ratkaista verrannollisuuskertoimen k seuraavasti

solve(f=%+5~x/€,kj\t:200andh:100 k=%

Tyhjenemisaika saadaan, kun lisdksi vaaditan, ettéd korkeus h=0:

isolve(ﬁ=%+5-x/5,t)‘k=2‘20£ and h=0 t=200+/6 +600 ~ 1090

. Esimerkki. Sailiossa on aluksi 400 kg 30-prosenttista sokerivetta. Maarita
astiassa olevan sokerin massa m(t) ajan funktiona, kun hetkelld t =0 astiaan
aletaan pumpata 10-prosenttista sokerivettd nopeudella 2 kg/s ja saman-

. aikaisesti astiasta juoksutetaan pois hyvin sekoitettua sokerivettd samalla
 nopeudella.

| On selva, etta

astiassa olevan sokerin massan m muutosnopeus = :
se nopeus, jolla astiaan tulee sokeria — se nopeus, jolla astiasta poistuu sokeria. |

Koska sokerin massan m muutosnopeutta kuvaa massan derivaatta, niin
' m’ = 10/100 -2— m/400 -2=2-m/200 .

— —
Tulevan liuok- Poistuvan liuok-
sen pitoisuus sen pitoisuus

Tahan differentiaaliyhtaléon liittyy alkuehto m(0) = 30/100 - 400 =120 .
. Komennolla

: deSolve(m =0.2—-m/200 and m(0) =120, t, m)
saadaan massalle lauseke

| m = 40 + 80e ">
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. Esimerkki. Tarkastellaan tietyn viruksen levidmista verkossa, johon on liitetty
. miljoona tietokonetta. Oletetaan seuraavat varsin luonnollisen tuntuiset seikat: !
' Saastuneiden koneiden lukumaéran lisays lyhyella aikavalilla on suoraan ver-
rannollinen tuloon, jossa on seuraavat kolme tekijaa '
. - aikavalin pituus

- saastuneiden koneiden lukumaara aikavalin alkuhetkella

- saastumattomien koneiden lukumaara aikavalin alkuhetkella.
| Maarita saastuneiden koneiden lukumaéara n(t) ajan t funktiona, kun aikaa mi-
' tataan vuorokausina hetkesté ¢ = 0 alkaen, jolloin kyseinen virus on saastutta- |
. nut puolet koneista ja vuorokautta myéhemmin jo 600000 konetta. Maarita '
. saastuneiden koneiden lukumaara erityesti hetkilla -10, -9, -8, ..., 8,9, 10.
Milloin virus oli lahetetty liikkkeelle, kun hakkeriryhma rupesi levittdmaan sita
. tuhannella koneella samanaikaisesti?

Seuraavassa edella esitetyt oletukset kirjoitetaan uudelleen lisaten esiintyville
. suureille sopivat matemaattiset merkinnat:

Saastuneiden koneiden lukumaaran n=n(t) lisdys dn lyhyella aikavalilla
. t...t+dt on suoraan verrannollinen tuloon, jossa on seuraavat kolme tekijaa
. - aikavalin pituus dt

- saastuneiden koneiden lukumaara n(t) aikavalin alkuhetkella

- saastumattomien koneiden lukumaara 10° — n(t) aikavélin alkuhetkell.

Verrannollisuudesta johtuen on siis olemassa sellainen vakio k, etta

: dn=k-n-(1000000—-n)-dt . |
Tasta differentiaalien valisesta yhtaldsta saadaan dt:lla jakamalla differentiaali-
. yhtalo, josta alkuehtoineen n(0) = 500000 saadaan laskinkomennolla '

. 1000000-k-t
deSolve(n'=k-n-(10°—n) and n(0)=500000, t, n) n:moggggooitH

. Maaritelladan nain saatua vastausta vdhan muokkaamalla ajasta riippuva saas- !

tuneiden koneiden lukumaarafunktio n(t) ja maaritetdan sitten verrannollisuus-
' kerroin k seuraavan paivan lukumaaratiedosta vaikkapa seuraavasti: |
, 1 000000 i e1000000-k'f

(H):= 1000000 KT 1

solve(n(1) =600000, k) k =0.000000405465
k :=0.000000405465

. Nain maaraytyneen funktion n(t) avulla saadaan mm. seuraavat arvot

t| <10 .. -2 —1 0 1 2 .. 10
. n[17046 - 307692 400000 500000 600000 692307 -- 982954
' Komennolla solve(n(t) = 1000, t) t=-17.034

. saadaan selville, etta viruksen levitys oli alkanut 17 vrk ennen kuin virus oli
. saastuttanut puolet verkon koneista.
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Tehtava 9.1. Astiassa on aluksi 200 kg 30-prosenttista suolavetta.

Hetkelld t=0 astiaan aletaan juoksuttaa puhdasta vettad nopeudella 2 kg/s .

Samanaikaisesti hyvin sekoitettua suolavetta juoksutetaan pois astiasta sa-
malla nopeudella. Maarita astiassa olevan suolan massa m ajan t funktiona.

Tehtava 9.2. Astiassa on aluksi 500 kg vetta. Hetkella t=0 astiaan aletaan
juoksuttaa 20-prosenttista suolavetta nopeudella 10 kg/s . Samanaikaisesti
hyvin sekoitettua suolavetta juoksutetaan pois astiasta samalla nopeudella.
M&éarita astiassa olevan suolan massa m ajan t funktiona.

Tehtava 9.3. Tarkastellaan ylh&alta avointa, karjelladan R
seisovan ympyrakartion muotoista, vedella taytettya astiaa

(mitat Hja R). Veden virratessa kartion karjessa olevasta

reiasta tilavuusvirta (yksikkdna esimerkiksi litraa/tunti) H
on suoraan verrannollinen kuvan mukaisen vedenpinnan h()
korkeuden h(t) nelidjuureen. Kauanko kestda kaiken veden

virtaus astiasta, jos puolet vedesta virtaa viidesséa tunnissa?

Tehtava 9. 4. Tiedetaan, etta radioaktiivisen aineen aktiivisuuden muutos-
nopeus on suoraan verrannollinen aktiivisuuden jaljella olevaan maaraan.
M&éarita aineen aktiivisuus A = A(f) ajan t funktiona, kun alussa aktiivisuus on
A(0) = A, ja puoliintumisajan t,, kuluttua A(t,,)=A4,/2.

Tassa tehtavassa esitetty tietdmys aktiivisuuden muutosnopeudesta voidaan
esittdd myds seuraavasti:

Lyhyeng aikavélina aktiivisuus pienenee maaralla ,
joka on verrannollinen aikavalin pituuteen ja aktiivisuuden jaljella
olevaan maaraan aikavalin alkuhetkella.

Tehtava 9.5. Tiedetdan, etté sopivissa olosuhteissa solujen lisdantymisnopeus
on suoraan verrannollinen solujen maaraan. Maarita solujen lukumaara n ajan
t funktiona, kun n(0) =1000 ja n(5) =2500.

Tassa tehtavassa esitetty tietdamys solujen lisdantymisnopeudesta voidaan
esittdd myds seuraavasti:

Lyhyena aikavaling solujen lukumaaran lisays on

verrannollinen aikavalin pituuteen ja solujen lukumaaraan
aikavalin alkuhetkella.
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Tehtava 9. 6. Taydennd seuraava teksti sopivilla merkinnailla.
Tarkastellaan kasvin kasvamista ruukussa, jonka tilavuus on Vi, = 80 litraa.
Tehtavassa pitaisi maarittaa ja piirtaa kasvin tilavuus V=V/(t) ajan funktiona
laskinta hyddyntaen. Tiedetaan, etta kasvin juurten tilavuus on aina kolmasosa
kasvin koko tilavuudesta V/(t). Liséksi tiedetaan, etta kasvin tilavuuden lisays
lyhyena aikavalina on suoraan verrannollinen
tuloon, jossa on tekijoina aikavalin pituus , kasvin koko tilavuus
aikavalin alkuhetkelld ja ruukussa oleva juurista vapaa tilavuus
aikavalin alkuhetkella. Tiedetaan, ettd alussa kasvia istutettaessa
V(0)=10 ja 30 paivaa mydéhemmin V(30)=20 .

Tehtava 9.7. Taydennd seuraava teksti sopivilla merkinnailla.
Tarkastellaan viruksen leviamista verkossa, johon on liitetty 10° tietokonetta.
Olkoon viruksen saastuttamien koneiden lukumaaréa ajan funktiona n=n(t).

Oletetaan, etta lyhyena aikavalin& saastuneiden koneiden luku-
maaran lisays on suoraan verrannollinen tuloon, jossa tekijéina on
aikavalin pituus , saastuneiden koneiden lukumaara

aikavalin alkuhetkelld ja saastumattomien koneiden lukumaara
aikavalin alkuhetkella.

Muodosta saastuneiden koneiden lukumaara koskeva differentiaaliyhtalo ja
ratkaise se laskinta kayttaen. Maarita saastuneiden koneiden lukumaara ajan-
hetkillda t=2,3,4,5,..., 12 vrk, kun tiedetaan, ettd n(0) =10 ja n(1)=100.
Piirra myo6s lukumaarafunktion kuvaaja.

Tehtava 9.8. Taydennd seuraava teksti sopivilla merkinnailla.
Tarkastellaan vakiolampGiseen T,=100°C jaahdytyslaitteistoon asetetun kap-

paleen lampdtilan T=T(t) muuttumista. Tiedetaan, etta lyhyena aikavalina

kappaleen lampétilan muutos on suoraan verran-
nollinen kappaleen ja jaahdytyslaitteiston lampétilaeroon seka
aikavalin pituuteen . Liséksi tiedetaan, ettd 7(0)=1100°C ja

T(5)=1000°C . M&arita kappaleen lampdtila ajan funktiona ja piirra lampétilan
kuvaaja.

03 Timo Qjala, Leena Ojala ja Timo Ranta: 03
Differentiaaliyhtal6t
Ojalain laskuopit




10. Virtapiireista

Virtapiirin ratkaisemisessa tarvittavan yhtalén muodostamiseksi tarvitaan

Kirchhoffin laki. Kierrettdessa suljettu virtapiiri potentiaalin muutosten summa
on nolla.

Seuraavassa tarkastelemme virtapiirin eri komponenttien aiheuttamia potenti-
aalin muutoksia siirryttdessa komponentin paiden valilla.

Tasséa esityksessa merkitsemme janniteldhdettd symbolilla —— , vaikka
kyseessa olisi vaihtojannitekin. Jos taman jannitelahteen jannitteeksi ilmoite-
taan u(t), niin tulkitsemme, etta potentiaali jAnniteldhteen pidemman viivan

puoleisessa navassa saadaan lisdamalla toisen navan potentiaaliin u(t).
Koska u(t) voi olla negatiivinenkin (ainakin joillakin ajan t arvoilla), niin sym-
bolin viivat eivat suoraan kerro kumman navan potentiaali on korkeampi.

Kuvan mukaisessa tilanteessa potentiaalin muutos on —'il I_@_
- pisteesta A pisteeseen B siirryttaessa V;— V, = u(t) u()
- pisteestd B pisteeseen A siirryttaessa V,— V; =—u(t)

Virralle i(t) merkitdan kuvaan nuolella tietty suunta. Jos laskettaessa virralle
saadaan (vaikkapa joillakin t:n arvoilla) negatiivinen arvo, niin silloin todellinen
virta kulkee nuolelle vastakkaiseen suuntaan (kyseisilla t:n arvoilla).

Tarkastellaan vastusta, jonka resistanssi on R. it) A B
Silloin Ohmin lain mukaan vastuksen aiheuttama
potentiaalin muutos on kuvan mukaisin merkinndin L}a R bb

- virran suuntaan edettdessad V;—-V,=—HRi

- virralle vastakkaiseen suuntaan edettdessa V,— V;=Ri

ltseinduktion vuoksi kelan L 1api kulkevan virran

i(t) muuttuminen synnyttaa kelaan virran muutosta Lm_’?_w_%
vastustavan lahdejannitteen, jonka aiheuttama \ﬁ L Vg
potentiaalin muutos on

- virran suuntaan edettdessa V; - V,=- L%: — Li'(t)

- virralle vastakkaiseen suuntaan edettgessa V, -V, = L% = Li'(t)
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Usein sanotaan, etta kondensaattorin varaus on ajan
funktiona g=q(t). Tallaisessa tapauksessa me mer- A +q(t),-q(t) B
|

kitsemme kuvaan +q(t) kondensaattorin sen levyn v CI,‘ Vs
puolelle, jonka varaus on q(t), ja vastaavasti —q(t)
sen levyn puolelle, jonka varaus on —q(t).

Jos kondensaattorin kapasitanssi on C ja varaus kuvan mukaisesti q(t), niin
kondensaattorin aiheuttama potentiaalin muutos on

- "positiivisesta” navasta "negatiiviseen” napaan siirryttaessa V; — VA=—%
- “negatiivisesta” navasta "positiiviseen” napaan siirryttdessa V, -V, :%

Jos virta i(t) tulee +q(t):lla merkittyyn kondensaattorin napaan, niin q’(t)=i(t).
Jos virta i(t) lahtee +q(t):lla merkitystd navasta, niin q'(t) = — i(t).

RL-piiri. Kuvan RL-piirille saadaan mydtapaivaan

t=0
kulkemalla differentiaaliyhtélé u—- Ri—Li"’=0, Y
josta saadaan termeja jarjestamalla edelleen i=i(t) =
Li'+Ri=u . —u=u(t) L
Kelan "hitaudesta” johtuen valittdmasti kytkimen
sulkemisen jalkeen piirissa kulkeva virta on nolla ts.
i(07)=0.
RC-piiri. Kuvan RC-piirille saadaan mydtapaivaan t=0
kulkemalla yhtalo A
u-Ri-9=0, i=i(t) A
C Ly=um 90)
: . , e i +u=u(t) C
josta saadaan derivoimalla ja termeja jarjestamalla -q(tﬂ_

H'l l /7 — /’ ]
'+5zd=u
Koska merkitty virta suuntautuu kondensaattorin napaan, jonka varaus on
+qg(t), niin i=q jayhtaldo muuttuu muotoon
Ri’+%i =u.
Jos kondensaattorin varaus q, tunnetaan kytkemishetkella t =0, niin tdmén

laatikon ylimmasta yhtalésta saadaan virranvoimakkuudelle alkuehto

I(0+) — U(O) ;qo/c .
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RCL-piiri. Kuvan RCL-piiristd saadaan my6tapaivaan kulkemalla
~Ri-I_17=0. .
(*) u=n=¢g=H 0 i=i(t) R

Koska merkitty virta suuntautuu kondensaattorin P

napaan, jonka varaus on +q(t), niin i=q" . it=0 +q(t) 6
Niinpa yo yhtalésta saadaan derivoimalla ja u=u(t) -q(t)
termeja jarjestamalla

Li”+Ri’+%i=u’. L

Kelan aiheuttamasta hitaudesta johtuen i(0") = 0. Sijoittamalla yhtaléén (*)
tdma alkuehto ja kondensaattorin varaus kytkentahetkella g(0) =q, saadaan

U(O)_%/C ]

toiseksi alkuehdoksi /(0") = T

Esimerkki. Tarkastellaan RCL-piiria, jossa u=0, w7 =0
' L=2,0H, C=0,0050 F ja kondensaattorin varaus —>—/\
 kytkimen sulkemishetkella =0 on g(0) =0.01 As. _L-q
Maaritetdan virta ajan funktiona vastuksen R arvoilla +q(t)
a)0Q b)4Q ¢c)20Q d)40Q e)50Q.

Laskut suoritetaan ilman yksikoita, joten vastauksen virran yksikkd on ampeeri.
Merkitaan kuvan mukaisesti virran suuntautuvan kondensaattorin sille puolelle,
. Jossa on aluksi varaus g(0) = 0.01 As . Koska ainakin aluksi todellinen virta kul- :

. kee péinvastaiseen suuntaan, niin virralle saadaan heti kytkimen sulkemisen
. jalkeen laskemallakin negatiivisia arvoja, kuten lopuksi piirrettavista virtafunk-
' tion kuvaajista iimenee.

. Jos virtapiiri kuljetaan myétapaivaan vasemmasta alanurkasta alkaen, niin
q

Kirchhoffin lain mukaan ol Ri—Li"=0. Jatkossa tarkastelemme kuitenkin
vastapdivaan kiertamalld saatua ekvivalenttia yhtal6a

5 Li+Ri+3=0.

() I+ Ri+ C 0

 Kelan hitaudesta johtuen i(0*) = 0. Toinen alkuehto saadaan yhtaldsta ()

vy _ —R-i(07)-q(0*)/C _ _R.0-0.01/0.005 _ _
i(0") = 1 = 5 =—1
kaikilla resistanssin R arvoilla. Koska virta on merkitty saapuvaksi konden-

. saattorin +q:lla merkittyyn napaan, niin q’(t) = i(t) ja yhtélésta (*) saadaan
. derivoimalla

(774 174 L:
Li”+ Ri +C 0
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' a) Komponenttien arvot huomioiden derivoimalla saatu yht&lé muuttuu nyt |
. muotoon 2/”+200/ = 0. Koska karakteristisen yhtalén 2r> +200=0 juuret
. ovat r ==x10/, niin yhtalon yleinen ratkaisu on /= C, sin(10t)+C,cos(10t). !
Edella esitetyt alkuehdot i(0*)=0 ja i’(0")=—1 toteuttavaksi yksityisratkaisuk-
. si saadaan tietenkin mukavimmin laskimella '
| i =-0.1sin(10t).

b) Nyt 2i”+4i"+200i = 0. Koska karakteristisen yhtalén juuret ovat
L r=-1 +311-/, niin differentiaaliyhtalén yleinen ratkaisu on

= e‘t(C1 sin(3v11t)+C,cos(3/11 t)) ja alkuehdot toteuttava yksityisratkaisu on |
i = —% e 'sin(3v11t) = —0.1005¢ ' sin(9.95t)

c) Kuten kohdassa b nytkin saadaan samantyyppinen ratkaisu
i =—0.11547¢° sin(8.66t) .

' d) Nyt 2/” + 40/’ + 200/ = 0. Koska karakteristisella yhtal6ll& on reaalinen |
' kaksoisjuuri r, = r, =—10, niin yhtalon yleinen ratkaisu on g =C,e ' +C,te™ . |
. Alkuehdot toteuttava yksityisratkaisu on |
| i=—te %,

. e) Nyt 2/”+50/"+ 200/ = 0 . Koska karakteristisella yht&l6ll4 on eri suuret
reaalijuuret r, = -5 ja r, =20, niin yhtélén yleinen ratkaisu on muotoa

. g=Ce” +C,e™" . Alkuehdot toteuttava yksityisratkaisu on
' i=—Le®+ Le® ~-0.06667¢° (1-e ).
15 15 =0, kun t=0
STKuN e

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Seuraavan sivun kuvat esittavat virtafunktion kuvaajia eri tilanteissa.

Kohdan a) virtaa esittdad vaimenematon siniaalto, koska piirissa ei ole vastus-
 ta, jossa energiaa muuttuisi IGmmdksi. Energia muuttuu vuoronperaan kon-
. densaattorin potentiaalienergiasta kelan magneettiseksi energiaksi ja takaisin.

Kohdissa b) ja ¢) kondensaattorin energiasta osa muuttuu vastuksessa lam-
. moksi, mutta osa energiasta varastoituu kelassa kulkevan virran magneetti- ,
' seksi energiaksi, jonka voimin virta jatkaa kulkuaan kondensaattorin tyhjennyt-
tyakin ja pystyy varaamaan kondensaattorin uudelleen tosin alkuperaista |
. varausta pienempaan varaukseen, joka on alkuperaiselle varaukselle vastak-
. kaismerkkinen. Sitten kondensaattori alkaa purkautua uudelleen ja energiaa
varastoituu jalleen kelaan. Tata toistuu loputtomasti, joskin virta heikkenee

. eksponentiaalisesti, koska osa energiasta muuttuu vastuksessa lammoksi.
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DAA|I D.05A | i
=) /\ /\ t g . t

DAA|I 0.05A |i

B) /\ JANEPAN d) . t

D1A|i 0.05A |i

Kohtien a) - c) siniaaltojen kulmanopeuksia 10, 9.95 ja 8.66 vertaamalla
' nahdaan, etta vastuksen resistanssin kasvaessa siniaallon kulmanopeus pie-
nenee eli kondensaattorin tyhjenemiseen ja uudelleen varautumiseen kuluu

. pidempi aika, mik& nakyy selvimmin kohtien a) —c) yhteisesta kuvasta.

Kohdassa d) vastuksen resistanssi on juuri ja juuri niin suuri, ettd konden-
saattorin tyhjenemiseen kuluu aarettdman pitka aika, ts. kondensaattorin pur-

. kautuessa sen potentiaalienergiasta vain niin pieni osa muuttuu kelan mag-
neettiseksi energiaksi, etta tama magneettinenkin energia kuluu kondensaat-
. torin ensimmaiseen taydelliseen purkamiseen iiman ettd kondensaattoria pys- |
 tytdan enaa uudelleen varaamaan. '

Kohdassa e) kondensaattorin varaus purkautuu viela hitaammin kuin d-
. kohdassa johtuen vastuksen suuremmasta resistanssista.

Huomaa, etté virran yksikkdjana on oikeanpuoleisissa kuvissa pidempi kuin
. vasemmalla!

_________________________________________________________________________________________________________________________
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—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Tarkastellaan viereisessa piirissa

kulkevaa virtaa, kun alussa kondensaattorissa i=i(t) R=60

. ei ole varausta ja janniteldhteen jannite on &

| 20t , kun 0 <t <1 t=0 +q(f)] .
u(t) = . C=.01

0 muulloin . u(t) -Q(f)‘

Kulkemalla vasemmasta ylanurkasta myota- e

. paivdan saadaan Kirchhoffin lain mukaan

) -Ai(t) -9 - L7(t)+ u(t) =0

Koska virta on merkitty saapuvaksi kondensaattorin +g:lla merkittyyn napaan,
 niin q'(t) = i(t) ja edellisesté yhtalosta saadaan termien merkit vaihtamalla,
. derivoimalla ja termit uudelleen jarjestamalla

() Li”(t)+ Ri'(t) +LCT) =u/(t).

Kelan hitaudesta johtuen saadaan alkuehto i(0") = 0. Toiseksi alkuehdoksi

. saadaan yhtalosta (x)

(0= UO0") = Ril0") = g(0")/C _

1 =0.

Aikavililla 0 <t <1 saadaan yhtaloon (+*) perustuvasta syotteesta
' deSolve(5/” +60i"+100/ =20 and i(0) =0 and i’(0) =0, t, i)

 virralle lauseke

I
N
o
glj—

ja erityisesti

i =-2"+ 92‘8’ +1~0.166 .

. Kondensaattorin varaus hetkelld t =1 on
' 1 1 o7 _107

_ [ _ _e e 1 ~
qU)—fLI(T)dr—io( 55 +5jdf 0.0969.

Arvoilla t >1 virtapiirin differentiaaliyhtalé on 5/”+60/"+100/=0.

Kelan hitauden perusteella saadaan alkuehto i(1") = i(1) = 0.166.
. Yhtalésta () saadaan toinen alkuehto

4y = U) = F?/(1L)—q(1 )/C _ 0—60-0.16650.0969/0.01 ~_3.93

Syédtteelld deSolve(5i”+60i'+100i=0 and i(1)=0.166 and i’(1)=-3.93, 1, )
saadaan virralle ajan hetkilla t >1 lauseke '
i~9910e” -2.10e™",
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. Viereinen kuvaaja esittaa virtaa kun t > 0. R
i .{B.2. -
. Kondensaattorin varaus on suurimmillaan, _ m

kun hetken t =1 jalkeinen virta haviaa eli kun £

T s
i~9910e " -2.10e¢% =0 < t=1.057. | o L

-8.2

Talldin kondensaattorin varaus on suurimmillaan ja on
! 1.057 1.057
q(1.057)=q()+ [ i(tydt=q(1)+ [ (99107 -2.10e™)dl
t=1 t=1

=0.0969 +0.0042 =0.101
Tama varaus purkautuu jatkossa virran mukana pois kondensaattorista, koska

oo oo

i(t)ydt="[ (991067 -2.10e™*)dt =-0.101

Tehtava 10.1. Tarkastellaan RL-piirig, jossa L=5, R =100 ja
u=u(t)=230sin(100xt). Maaritd sahkdvirran voimakkuus ajan t funktiona,

kun kytkin suljetaan hetkelld t =0.

Tehtéava 10.2. Jannitteeseen v, varattu kondensaattori, jonka kapasitanssi on

C, puretaan vastuksen R lapi. Maarita virta ajan t funktiona, kun kytkin sulje-
taan hetkella t=0.

Tehtava 10.3. Tarkastellaan RCL-piiria, jossa u=0, L=5H, C=0.001F
ja kondensaattorin varaus kytkimen sulkemishetkella t =0 on g(0) =0.2 As.

Milla resistanssin R arvoilla piiriin muodostuva virta on a) vaimenematon
b) eksponentiaalisesti vaimeneva sinimuotoinen virta?
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